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Abstract 

In this study, we try to generalize Bruhat-Tits's theory to the case of a Kac-Moody group, that is to define an affine 
building for a Kac-Moody group over a local field. Actually, we will obtain a géométrie space wich lacks some of 
the incidence properties of a building, so that it is called a hovel, foUowing Guy Rousseau's terminology. Hovels have 
already been obtained for split Kac-Moody groups by Guy Rousseau and Stéphane Gaussent ; here we define them for 
any group with a (generalized) valuated root datum, a situation wich contains the Kac-Moody groups over local fields, 
split and nearly split. 

Résumé 

Le but de ce travail est de généraliser la théorie de Bruhat-Tits au cas des groupes de Kac-Moody, c'est-à-dire 
de construire un immeuble affine pour un groupe de Kac-Moody sur un corps local. L'objet obtenu ne sera en fait 
pas un immeuble, car il ne vérifie pas toutes les conditions d'incidence nécessaires, il s'agira plutôt d'une "masure", 
selon la terminologie de Guy Rousseau. Des masures ont déjà été définies par Guy Rousseau et Stéphane Gaussent 
pour des groupes de Kac-Moody déployés ; ici on propose une construction valable pour n'importe quel groupe muni 
d'une donnée radicielle valuée (généralisée pour comprendre le cas d'un système de racines infini), ce qui fournira en 
particuher des masures pour les groupes de Kac-Moody déployés, mais aussi presque déployés, sur un corps local. 
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1 Introduction 



Lorsque G est un groupe réductif sur un corps local K, la théorie de François Bruhat et Jacques Tits permet de 
lui associer, outre son immeuble vectoriel, ou sphérique, ou "de Tits", un immeuble affine, dit "de Bruhat-Tits". Cet 
immeuble est plus précis que l'immeuble vectoriel, au sens oti la connaissance du premier permet de reconstruire le 
second. Comme tout immeuble, il s'agit d'une réunion d'appartements, et on le qualifie d"'affine" car ces appartements 
sont des espaces affines, dont les espaces vectoriels directeurs peuvent en fait être vus comme les appartements de 
l'immeuble vectoriel. 

Maintenant, si G est un groupe de Kac-Moody, déployé ou presque déployé, on sait construire son immeuble 
vectoriel. Il s'agit en fait de la réunion de deux immeubles jumelés, voir par exemple [Ré02]. Le but du travail présent 
est, dans le cas où G est un groupe de Kac-Moody sur un corps local, de définir un objet "affine", similaire à l' immeuble 
de Bruhat-Tits du cas réductif. 

Ceci a déjà été fait dans [GROS] par Stéphane Gaussent et Guy Rousseau, pour un groupe déployé sur un corps 
K dont le corps résiduel contient C. L'objet défini est appelé "masure" car il ne satisfait pas toutes les conditions 
demandées à un immeuble habituel. Pour un corps plus général, mais toujours un groupe déployé, Guy Rousseau 
([Rou06]) a défini des "immeubles microaffines", que l'on peut voir comme une partie du bord à l'infini d'une masure, 
semblable au bord rajouté à un immeuble affine lorsqu'on définit sa compactification polygonale. Il a également défini 
des masures, dans [RoulO]. 

On se propose ici de se placer dans le cadre général des groupes munis d'une donnée radicielle valuée, cadre 
qui inclut les groupes de Kac-Moody déployés mais aussi presque déployés sur un corps muni d'une valuation réelle 
quelconque. Nous construirons simultanément une "masure" et son bord (qui contiendra deux "immeubles microaf- 
fines") car celui-ci sera utile à l'étude des propriétés géométriques de la masure. L'objet obtenu sera appelé une masure 
bordée. 

On se rend compte que plusieurs choix peuvent être faits, menant à différentes masures bordées. Pour rentrer un 

peu dans le détail, la construction d'un appartement A ne présente pas de difficulté (partie 3.1) , et on cherche donc 
ensuite, selon le procédé habituel de Bruhat et Tits, à construire un objet immobilier comme quotient de G x A par la 
relation d'équivalence déterminée par le choix des sous-groupes de G qui seront les fixateurs des points de A. Ces sous- 
groupes sont appelés, comme dans le cas réductif, des "sous-groupes parahoriques", et contrairement au cas réductif, 
leur définition n'est pas évidente : plusieurs possibilités sont envisageables. Ainsi, dans [GROS], Stéphane Gaussent 
et Guy Rousseau définissent les familles de groupes parahoriques P^'", P^"", P""* dont la définition est quelque peu 
indirecte, et nécessite l'emploi de "complétions" du groupe de Kac-Moody G considéré. 

Toujours par soucis de généralité, nous optons pour une approche axiomatique, c'est-à-dire que nous définissons 
abstraitement la notion de "famille de parahoriques", et nous étudions les objets inmiobihers que l'ont peut construire, 
en fonction des propriétés vérifiées par une telle famille. C'est la partie 3. On étudiera plus particulièrement deux 
familles de parahoriques : la "minimale" puis la "maximale". Au 4, on essaie de descendre les structures précédentes 
(valuation et famille de parahoriques) à un sous-groupe. Dans la partie 5 enfin, on étudie le cas d'un groupe de Kac- 
Moody. Pour un groupe déployé, la partie 3 s'applique directement, mais pour un groupe presque-déployé, il faut 
d'abord utiliser les résultats de la partie 4 pour obtenir une valuation et une famille de parahoriques. Le résultat final 
est le suivant : 

Théorème. Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un corps K, déployé sur la clôture séparable de K. 

On suppose K muni d'une valuation réelle discrète non triviale, telle que son corps résiduel soit parfait. 

Alors il existe une masure bordée Jk pour G(K), qui provient d'une valuation (p-g. et d'une bonne famille de 
parahoriques Qt^ vérifiant (para 2.1'^ )(sph). Pour toute facette sphérique /k de J(K), la façade I-^f^ s'injecte dans la 

façade f, de la masure bordée Jl pour G(L), où f est la facette de J(L) contenant un ouvert de /k. 
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2 Rappels et notations 



Lorsque a : X -> R est une fonction sur un ensemble X, on notera pour F c Z, a{Y) = si a{Y) = {0}, a{Y) > 

si a(Y) c R+*, a(Y) > si a(Y) c R+ etc.. 

Si A est un complexe simplicial, TiA) sera l'ensemble de ses facettes. Si / est une facette de A, f* est la réunion des 
facettes bordées par /. Ainsi, lorsque / est une facette dans un immeuble I, /* désignera la réunion des facettes de 
I dont l'adhérence contient /. Si É est un appartement de I, la réunion des facettes de É dont l'adhérence contient / 
sera donc /* n Z. 

2.1 Immeubles vectoriels 

Ce que nous appelons ici les immeubles vectoriels sont les immeubles décrits dans [Ré02]. Ce sont des immeubles 
jumelés, donc en fait la réunion de deux immeubles classiques. Dans la réalisation géométrique de ces immeubles que 
nous considérons, les appartements sont inclus dans des espaces vectoriels, d'oii l'appellation "immeubles vectoriels". 
Une autre appellation fréquente est "immeubles coniques", car les appartements sont des cônes dans ces espaces vec- 
toriels. 

Dans cette sous-partie, nous rappelons les principaux résultats concernant ces inmieubles, et fixons les notations. 



2.1.1 Donnée radicielle 

Il y a plusieurs définitions possibles pour une donnée radicielle, selon que l'on considère qu'un système de racines 
est un sous-ensemble d'un espace vectoriel réel (comme dans [Ré02] 6.2.4) ou un ensemble de demi-complexes de 
Coxeter (comme dans [Ré02] 1.4.1). La seconde possibilité est plus générale, la première plus précise, elle permet no- 
tamment de distinguer une racine et son double. Un système de racines du premier type sera dit vectoriel, un système 
du second type sera dit géométrique. 

Si a,y6 sont deux racines d'un système <p, l'intervalle [a,/3] est défini de la sorte : 

- [a;,yS] = {pa + qfi \ p, q € N et pa + qfi € <p] lorsque (p est un système de racines vectoriel. 

- [a,jS] = {y € I or n yS c y} lorsque est un système de racines géométrique. 
On définit aussi ]a,/3[- [a,p] \ {a,p] ainsi que ]a,f^] et de la manière évidente. 

Une partie tj/ d'un système de racine est dite close lorsque pour tout a, fi e tj/, [a,/3] c tj/. La partie tj/ est dite de plus 
nilpotente si elle est finie. Enfin, une partie iff est dite prénilpotente s'U existe un système positif (/>^ de (f> et un élément 
w e W((p) du groupe de Weyl associé à ^ tel que {// c n wi-(p'^). Une partie ifr est nilpotente si et seulement si elle 
est close et prénilpotente. 

La notion de prérulpotence est principalement utilisée pour les paires de racines. Si {a,p} est une telle paire, il est 
presque immédiat que l'intervalle [a, fi] est clos, ainsi {a, fi] est prénilpotente si et seulement si [a, fi] est fini. 

Dans la suite, sauf mention du contraire, les systèmes de racines considérés seront toujours de type vectoriel. Ainsi, 
l'existence d'un système de racines (p sous-entend l'existence d'un R-espace vectoriel V tel que <p c V*. On suppose 
de plus <p à base libre, c'est-à-dire que toute base H du système de racines <p est aussi une base de l'espace vectoriel 
sous-jacent t?*. 

L'ensemble des ker(Q'), a € est alors appelé l'ensemble des murs de ï^, et pour toute racine a e (p, il existe une 
réflexion dans G/(ï^), notée r^, d'hyperplan fixe ker(o') qui préserve l'ensemble des murs de t?. Le groupe engendré 
par ces est le groupe de Weyl de <p, noté W(0). 11 existe une famille (o;^)a€0 de vecteurs de telle que pour tout 
a e 0, la réflexion est dormée par la formule ra{v) = v- a(v).a;^. On note pour tout a, fi 6 0, ( a, fi ) = fi{a^). On a 
clairement {a,a) -2. 

Un système de racines (f> est dit réduit si pour tout a € (f>, (p n R.a = [+a]. Lorsque (p n'est pas réduit, la seule 
possibilité est en fait (p fi R.a = [±a, ±2a] oucpn R.a = [±a, ±ja}. On notera alors 0red = {a e I l/2a ^ (p). 

Définition 2.1.1. Soit <p un système de racines, et (p^ un système positif dans (p. Soit G un groupe et (Ua)aeii> une famille 
de sous-groupes de G. On note T — n«£(* NoiVa) l'intersection des normalisateurs des Ua, = ({{/„ | a 6 <p^} ) et 
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u- = 



( {f/„ I a e -r) >. 



Le couple (G, {Ua)a<=(p) est appelé une donnée radicielle de type ^ si : 

— (DRl) : Chaque Ua est un sous-groupe de G non trivial. 

- (DRl) : Pour toute paire prénilpotente de racines {a,yS), le groupe [Ua, Uy\ des commutateurs de Ua et Uy est 



inclus dans ^ jf/^ | y €]a,y6[} y 



- (DR3) : Si a & <p et 2a e cfi, alors U2a est inclus strictement dans Ua- 

- (DR4) : Pour tout a € cfi, et tout u € Ua\ {e}, il existe u',u" e U-a tels que n(u) := u'uu" conjugue chaque 
Up, /3 € <p en Ur„.i3- De plus, les différents n(u) peuvent être choisis de sorte que pour tout u,v e Ua \ {e}, 
n(u).T = n(v).T. 

- (DR5) : T.U* nU' = (e). 

Cette donnée radicielle est dite génératrice si de plus : 

- (DRG) : G est engendré par T et les Ua- 

Enfin, lorsque le système de racines <p est fini, on dira que D est de type fini. 
Remarques: 

- C'est la définition utiUsée dans [Rou06], 1.5, elle équivaut à la définition de "donnée radicielle jumelée entière" 
de [Ré02] 6.2.5. Dans la terminologie de [Ré02], le qualificatif "entière" sert à indiquer que le système de 
racines est de type vectoriel. La définition d'une donnée radicielle pour un système de racines géométriques est 
exactement la même, à ceci près que la définition d'un intervalle de racines utifisée en (DR2) a changé, et que 
(DR3) devient inutile. 

Le qualificatif "jumelé" sert quand à lui à se rappeler que dans le cas où (p est infini, cette donnée radicielle 
mènera à un immeuble jumelé. Il n'a aucune signification formelle, ce qui explique son omission ici. 
Signalons enfin que c'est la notion géométrique de donnée radicielle qui est définie dans [AB08]. 

- Dans [BT72], la classe n{u)T, u € Ua est notée Ma. La condition (DR4) y est exprimée avec les M„ plutôt que 



Lorsque £) = (G,(Ua)ae<ti) est une donnée radicielle, on notera toujours T - Ç^aeip^dUa) comme dans la 
définition, c'est le tore maximal associé à 2). On prouve que les éléments n{u) dans (DR4) sont uniques, on peut donc 
conserver la notation n{u). On note enfin A' le sous-groupe de G engendré par ces éléments et par T . On prouve facile- 
ment que niu"^) = n{uy^, que pour tout m € N, n{mum^^) - mn{u)m^^, et que si u' et u" sont tels que n{u) = u'uu", 
alors n(u) = n(u') = n{u") (la preuve de ce dernier point sera rappelée en 3 . L 1 1 ) . 

On prouve que est le normalisateur de T dès que la condition "(CENT)" définie dans [Ré02] L2.5 est vérifiée. 
Cette condition s'exprime ainsi : 



Cette condition est vérifiée par tous les groupes de Kac-Moody sur un corps de cardinal au moins 4 (voir infra), et nous 
verrons qu'elle l'est aussi pour tous les groupes munis d'une donnée radicielle "valuée" (voir 2.2). On la supposera 
toujours vraie dans la suite. 

Le groupe quotient NjT s'identifie au groupe de Weyl du système de racine <p en associant pour tout u € Ua\ {e}, 
n{u).T à la réflexion 

Le groupe T et tous ses conjugués sont appelés les tores maximaux de G, avec un abus de langage puisque leur 
définition dépend en fait de la donnée radicielle £). Si T' - gTg^^ est un tore maximal, on note N(T') - gNg^^ son 
normalisateur On note aussi g.V et g<p c (gV)* l'espace vectoriel et le système de racines abstraitement isomorphes à 
P et (p via les applications v g.v et a i-> ga. Si g' e G est un autre élément tel que T' - g'Tg'^^, alors g^^g' e 
donc g^^g' agit sur et sur (p, on peut donc identifier g'ï^ à gï^ et g'(p à g(p via g'.v g-ig^^g'W et g'a i-> g(g^^g').v. 
Pour tout a €(p,on note enfin Uga - gUag^^, ceci est compatible à l'identification g(p = g' (p. Alors (G, (Uga)gaeg<i)) est 
encore une dormée radicielle. 




les «(m). 



{CENT) : Va€(P, ZuJJ) = {e} . 
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Dans la suite, on évitera de particulariser la donnée radicielle (G, (Ua)ae4}) (correspondant au tore T), on considérera 
plutôt que G est muni d'une classe d'équivalence, pour la conjugaison, de données radicielles. Pour chaque tore T on 
notera (p(T) c t?(7')* le système de racine et (Ua)ae^(T) les groupes radiciels correspondants. 

Si £) = (G, iUa)a€<p) est une donnée radicielle, pour toute partie ij/ de <p, on notera Gii//) = {{Ua \ a €i//]). Ainsi, 
lorsque D est génératrice, on a G = T.G((p). 

Par définition même, un groupe de Kac-Moody déployé admet une donnée radicielle. Et c' est un des buts de [Ré02] 
que de prouver que c'est encore le cas pour une classe de groupes de Kac-Moody plus générale. Le terme employé 
dans [Ré02] pour qualifier ces groupes est "presque déployé". 

Proposition 2.1.2. Si G est un groupe de Kac-Moody déployé ou presque déployé, alors il admet une donnée radicielle 
de type un système de racine 4> vectoriel à base libre (comme ci-dessus). Si K est un corps de cardinal au moins 4, 
alors G(K) vérifie la condition ( CENT). 

Référence : [Ré02] 8.4. 1 . □ 



2.1.2 L'immeuble d'une donnée radicielle 

Une donnée radicielle permet de définir un immeuble vectoriel. On notera dans la suite J l'immeuble obtenu à 
partir de la donnée radicielle (G, iUa)as<f,), ou plutôt sa réalisation géométrique (voir [Ré02] chapitre 5). Dès que (p est 
infini, il s'agit en fait de la réunion de deux immeubles jumelés comme définis dans [Abr96]. 

Ses appartements sont en bijection avec les tores maximaux de G. L'appartement correspondant à un tore maximal 
T est inclus dans le R-espace vectoriel ^(T) tel que <p{T) c ^(T)*. Le choix d'une base H de <p{T) définit un cône 
d = dii = [x € ^(T) I aix) > 0, Vor € n|, c'est la chambre positive relative à H. Les ensembles obtenus en remplaçant 
certaines des inégalités > par des égalités = dans la définition de C sont les facettes de C. La réunion des facettes 
de C est donc l'adhérence C de C. L'appartement A(r) est alors W((p(T)).C U W((p(T)).(-C) c V(T), ses facettes sont 
les ±wf, pour w e W((p(T)) et / une facette de (?. Les chambres sont les facettes de dimension maximales, donc les 
images de ±(?par un w e W((f>(T)), et les cloisons sont les facettes de codimension 1. C'est un cône, réunion de deux 

cônes convexes A^(T) - W((f>(T)).C et A^(T) - -A^(T). Le cône positif A^(T) est appelé le cône de Tits. Chacun de 
ces deux cônes convexes, avec sa structure de facettes, est un complexe de Coxeter pour WÇT). 

L'intérieur, noté Âgph, de Â(T) dans ^^(7") est une réunion de facettes, appelées Iss facettes sphériques. Ce sont 
précisément les facettes dont le fixateur dans WiipiT)) est fini. Les chambres et les cloisons sont toujours sphériques, 
leur fixateur dans W{^{T)) étant respectivement {e) et un groupe d'ordre 2. 

On pourra noter le groupe de Weyl W{(I>{T)) par W{T), ou W(A(7')) pour rappeler qu'il s'agit du groupe de Weyl 
"vectoriel". 

L'immeuble I est obtenu en collant les ^'(T') pour tous les tores maximaux T. Ces appartements sont permutés 
transitivement par G, selon la formule g.A(T) - A(gTg^^) ([Ré02] 2.6.2). En conséquence, N(T) est le stabilisateur de 
A(T). Pour a € ^,u € Ua, l'élément niu) agit sur AÇT) comme la réflexion selon le mur ker(Q;). Le groupe T quand à 
lui est le fixateur de AÇT). L'ensemble des facettes de I muni de la relation d'ordre "être dans l'adhérence de" est un 
complexe simplicial, c'est un immeuble au sens abstrait. 

Pour toute racine a e (/>(T), D(a) := {x e Â{T) | a{x) > o} est le demi-appartement dirigé par a. Le groupe Ua fixe 
ce demi-appartement, et est simplement transitif sur les appartements le contenant. 

Si on fixe un tore maximal T, et une base de (p(T), on définit i"^ = G.A^(T) et = G.A (T). Ce sont deux immeubles 
au sens classique. Lorsque (f> est fini, ils coïncident. Lorsque (p est infini, leur intersection ne contient que des facettes 
non sphériques, et contient toujours {0}. Le découpage J = U est indépendant des choix de T et de la base de 
(piT), mais J"^ et I~ sont échangés si on remplace par exemple une base de (f>{T) par son opposée. Ces deux immeubles 



6 



sont jumelés. 



Pour toute partie Ô, d'un appartement ^4*, on note Cl^(Q) son enclos, il s'agit de l'intersection de tous les demi- 
appartements de A contenant O. Une partie égale à son enclos sera dite close. On verra (2.1.4) que l'enclos d'une partie 
n est généralement indépendant de l'appartement A la contenant considéré, et on pourra éliminer l'indice A dans la 
notation Cl^-(d). 

Lorsque C et D sont deux chambres de même signe, on peut définir leur distance (à valeur dans N, pour l'usage 
qu'on en aura). Lorsque C et z5 sont de signe opposé, on définit leur codistance. Celle-ci est nulle si et seulement si C 
et Ô sont opposées, c'est-à-dire si (? = -Ô dans un certain appartement Â* les contenant. Dans ces conditions, on note 
d = op/^). 

Lorsque / est une facette sphérique de I, on peut définir la projection sur / ([Abr96] 1.4). On conraience par la 
définir pour les chambres de J : si est une chambre de J, alors sa projection sur /, notée pr^Ô) est l'unique chambre 

de /' qui est à distance minimale (si C et f sont de même signe) ou à codistance maximale (dans le cas contraire) de 
d. Ensuite, si g est une facette quelconque, on pose prj(g) - Clcep P''/^^ Insistons sur le fait que la projection sur 
une facette / n'est définie que lorsque / est sphérique. (Lorsque / n'est pas sphérique, elle est en fait quand même 
définie pour les facettes ^ de même signe que f.) 

On prouve que si f et g sont dans un appartement A, alors pr^^ c A (voir [Abr96], 1.4, corollaire 3). On peut 
alors donner une caractérisation géométrique de pr^(^ : 

Proposition 2.1.3. Soient f une facette sphérique et § une facette quelconque alors pr^^ est la plus grande facette 

de f* incluse dans Cl ^(/ U g). 

De plus, pr j{g) est l'intersection de f* et de tous les murs de A contenant f ^ g- 

Démonstration: Pour tout demi-appartement D contenant / U ^, il existe un appartement B tel que D = ÂC\É. 
Comme on vient de le rappeler, prj^ cz Â n É = Ô. On prouve ainsi que pr^g) c Cl(/ U g). 

La première assertion découle alors de la deuxième, montrons celle-ci. Soit M l'ensemble des murs de A contenant 
f U g. Soit M € m: , soient C et z5 les deux chambres de ^ n A ayant une cloison commune dans M. Alors M ne peut 
séparer Ô de pr^â), ni Ô de pr^Û) sans quoi (? serait plus proche (ou à codistance plus grande) de rg.pr^d) que de 

pr^ë). Alors pr^f) c pr^â) n pr^Û) c Û. 
D'oùpr/^c/nn^î,^ ^. 

Pour l'autre inclusion, soit Û un mur contenant pr^^, montrons que Û € !M: .11 existe deux chambres Ô etÔ de 
^ n telles que AÎ sépare pr^Ô) de pr^Ô). Comme précédemment, Û ne peux séparer (? ni de leur projections 

sur f et par conséquent, Û sépare <? de Ô. Donc Û d â nÔ d ^. a 

Pour toute partie D. d'un appartement A(T), on note P{Q.) son fixateur dans G, c'est le sous-groupe parabolique de 
G associé à Q. Rappelons les propriétés essentielles de ces groupes : 

Proposition 2.1.4. 

1. Si f et ^ sont deux facettes d'un appartement Â{T), alors G = Pif).N{T).P(^. Lorsque f et § sont de même 
signe, cette décomposition est dite de Bruhat, sinon de Birkhoff. Ceci entraine que pour toutes facettes fétide 
I, il existe un appartement les contenant. 

Si f = ±§, et si f est une chambre, on a une décomposition plus précise : G = \_\neN(T) U {f)nU et pour tout 
t eT ily a écriture unique dans la double classe U (f)tU 
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2. Soit Q une partie de A{T) incluse dans A^{T), incluse dans A (T) ou rencontrant A* {T)sph et A (T)sph- Alors 
C\j'^^N(T).P{f*) = N(T).P(Q), ce qui signifie qu'entre deux appartements contenant Q existe un isomorphisme 

induit par un élément de G fixant Ù.. Autrement dit, le groupe P(Ù) est transitif sur les appartements contenant Ù. 

3. Soit SI une partie de Â(T) incluse dans ^{TY, incluse dans ^(T)~, ou rencontrant Â^{T)sph etÂ~(T)sph. Alors 
P(Ô.) = P(Cl(â)). 

Au vu du point 2, ceci signifie que l'intersection de deux appartements A et B est une partie close dans chacun 
des appartements AetB si elle est incluse dans A^, ou dans A~, ou si elle rencontre A^ph- 

Démonstration: 

1. Voir [Ré02] partie 1. On prouve qu'un groupe muni d'une donnée radicielle est également muni d'une "BN-paire 
raffinée" en 1 .5.4, puis qu'un tel groupe vérifie une version plus précise que celle énoncée ici de la décomposition 
de Bruhat en 1 .2.3 et de la décomposition de Birkhoff en 1 .2.4. 

Déduisons-en la version géométrique : soient / et ^ deux facettes de J, soit A{T) un appartement contenant / et 
h.A{T), avec /î e G, un appartement contenant ^ {h et A{T) existent car I est la réunion de ses appartements, et 

car G permute ces derniers transitivement). On utilise alors la décomposition de Bruhat/Birkhoff dans l'appar- 
tement A{T) avec les facettes h^^g et / : il existe p e P{h^^g), n e N{T) et ^ e P{f) tels que h = qnp. Alors 
l'appartement q.A{T) contient / U ^. 

2. La version géométrique de ce résultat est prouvée dans [AB08], 6.73 lorsque Ù est l'adhérence d'une réunion 
de chambres. Elle est de plus connue si D c ou O c A" ([AB08] 4.5). 

Étudions le cas général, où Q. rencontre Â'^^^^ et Â^^^. Soit É un autre appartement contenant fl, soient f et g 

des facettes maximales de Â'^ n et Â~ r\ê~, respectivement. Soit Ô une chambre de Â contenant / dans son 
adhérence, et D une chambre de B contenant g dans son adhérence. 11 existe un appartement Z contenant CU D. 
On sait que n est une partie close (??) contenant la chambre C, donc c'est l'adhérence d'un ensemble de 
chambres. Du côté négatif, comme g est une facette sphérique incluse dans É~ n Â~, ce dernier ensemble est 
clos et contient la chambre pr^ic!). II s'agit donc également de l'adhérence d'un ensemble de chambres. Donc 

Â*n ^ est r adhérence d'un ensemble de chambres, et par [AB08], 6.73, il existe gi e G tel que g.Â = É,etg fixe 
C, donc /, et g. 

De même, il existe gi ^ G tel que g.É = Éetg2 fixe fu^.Au final, g2gi fixe fu^st envoie Â sur Ê. Par ??, 

^2^1 fixe alors Â*^ n et n Ê . En particulier g2g\ fixe Q. 

Pour en déduire la version algébrique du résultat, si g E H j>^^ N.P(f), posons B = g. A, et soit g2gi s f (O) 
comme ci-dessus, alors ^"'^2^1 •'^ = A donc ^ '^2^1 € N ctg € N.PiD.). 

3. Encore une fois, ceci est classique lorsque £2 c A* (voir ??), on peut donc supposer que Q contient des points 
sphériques positifs et négatifs. On peut aussi supposer que Q. contient Cl(£2 n A"^) et C1(Q n A~), en particulier 
Q. est l'adhérence d'une réunion de facettes sphériques. 

Lorsque Ù est une partie "équiUbrée" (c'est-à-dire une réunion finie de facettes sphériques en contenant au 
moins une positive et une négative), on a P(Ù) - T.G((/>(Ù)) (voir [Ré02], chapitre 6, ceci sera détaillé un peu 
au paragraphe suivant). Chaque groupe radiciel Ua, a 6 (f>iSÏ) fixe un demi-appartement contenant Q, donc fixe 
aussi Cl(d). 

Si O est l'adhérence d'un ensemble de chambres, alors C1(Q) est la plus petite partie de A fermée et stable par 
projection sur ses cloisons ([AB08] 5.193, où une partie convexe est par définition un ensemble de chambres 
stable par projection sur ses cloisons intérieures). Si f et g sont deux facettes sphériques de signes opposés, 
alors / U ^ est une partie équilibrée, et le paragraphe précédent montre que P(f U g) fixe Cl(/ U g), qui contient 
pr^^. Il est alors évident que PiÙ) fixe P(Cl(£l)). 
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Pour traiter le cas général, on reprend la démonstration de [AB08] 5.193. On commence par le 

Leimne 2.1.5. Soit c une partie close de ou de A" contenant un point sphérique. Alors c est l'intersection 

des demi-appartements contenant c et dont le bord contient c ou une cloison sphérique de c. 

Remarque: Une cloison de c est par définition une facette de codimension 1 dans c. 

Preuve du lemme: Supposons par exemple C c Soit / une facette de \ c, montrons qu'il existe un 
demi-appartement comme dans l'énoncé qui sépare f ds c. Soit â une chambre de c, à distance minimale de 
/ (rappelons qu'une partie close d'un système de Coxeter est un complexe de chambre, d'après ??), â est donc 

une facette sphérique de A^. 

Supposons dans un premier temps que pr^if) + c. Soit M un mur contenant c, et donc C, mais pas pr^(f), il ne 
contient alors pas /. Le demi-appartement délimité par Û et ne contenant pas / est comme requis dans l' énoncé, 
contient c et pas /. 

Supposons à présent que prgif) - c. 11 existe alors une unique cloison m de c à distance minimale de /. 
Remarquons que puisque c est fermé, f <t c, donc pr^(f) est une facette de même dimension que c, diff"érente 
de â, et incluse dans Vect/(^. Sachant que ? est sphérique donc dans l'intérieur du cône de Tits, tout point de 
m est dans un segment ouvert reliant un point de pr,fj(f) et un point de c, donc m est dans l'intérieur du cône de 
Tits, donc m est une cloison sphérique de C. Soit M un mur contenant m et pas c, soit Î5 le demi-appartement 
délimité par M contenant â, alors D contient c, sans quoi pr^(f) serait dans c, contredisant la définition de â. 
De plus, f ^Ô. □ 

On montre alors la version géométrique du point 3. Soit B un appartement tel que A n 5 contient des points 
sphériques positifs et négatifs. Soit e un signe. La partie c'^ := fi est close dans A^, c'est l'intersection 
des demi-appartements la contenant et dont le bord contient ou une cloison sphérique de C^. Notons cet 
ensemble de demi-appartements. Soit D e et m une chambre ou une cloison sphérique de c incluse dans 
Comme Â* n ^ est stable par projection, et que la projection sur râ est bien définie puisque m est sphérique, 
contient tous les pr,f,(d) pour d une facette de Â* n ë "^. Et ceci entraine que Ô contient Â*"'^ n 
On prouve ainsi cjue C1(A n B) est égal à l'intersection des demi-appartements de U D~, puis que C1(A n 5) = 
c'^ u c~ c Ans. 

Pour en déduire la version algébrique du résultat, soit g e /"(fi), posons Ê — g.Â. Par le point 2, il existe 
hePiÂn B) tel que h.Â = B, donc g-^h e Niâ). Or Niâ) = NiCliâ)), et C1(Q) c n fi d'où A e PiCliâ)). 
Au final, on obtient bien g € P(C1(Q)). 

□ 



2.1.3 Décomposition de Lévi 

On se réfère ici à [Ré02] chapitre 6. On fixe dans ce paragraphe un tore T, et on note Â = Â{T) et = ^{T). 

Soit Ù. une partie de A. On note : 

- ^\à) = {a e I a{à) > o} 

- <p'"{Ù) = [a&<p\ a{à) = o} 

- ^{Ù) = 0"(Q) U ^""{Ù) = {ci; e I a{à) > o}. 

L' ensemble de racines (p"'(Ù) est un sous-système de racines de (p. Lorsque Q. contient un point sphérique, il est fini. 
On définit ensuite les sous-groupes de suivants : 
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- M^ÇÏ), le facteur de Lévi de P(Q) par rapport A : 

Il est définit par M^(Q) := FixcC Vect^(f2)) = ViXciÛ U op^(Q)). 11 est d'après 2.1.4 transitif sur les appar- 
tements contenant Vect^(Q). Si Q est une facette ou si elle contient une facette sphérique, alors M^{Q) = 
{T, I a e (p"'{Â){Ù)\) = T.G{^"'{Ù)). Enfin, le couple (M(d), {Ua)^^^,^^)) est une donnée radicielle de 

système de racines ^""(O), voir [Ré02] 6.2.3. En particulier, lorsque Q contient un point sphérique, (f>"'iSl) est un 
système de racines fini, et M(Q) est muni d'une dormée radicielle de type fini. 

- U (Q), le facteur unipotent de Pi^) : 

C'est le sous-groupe distingué de P(£l) engendré par G(0"(d)) = ^ |î/a | a e 0"(A)(£l)| ^.D est donc indépendant 

de l'appartement A contenant Q considéré. Si Q contient un point sphérique positif et un point sphérique négatif, 
il admet la décomposition avec écriture unique : U(Q.) = n,j,(=^»(/i')(n) Ua, quel que soit l'ordre des facteurs. En 
particulier, on a alors 1/(0.) = Gi<p"iÙ)). Lorsque Q. est une chambre, U(Ù) = G((p''iÙ)), et lorsque D. est une 
facette, U (Q) est l'intersection des U ((?) pour (?les chambres de Â* contenant D. dans leur adhérence. On prouve 
enfin que si Q. est une facette sphérique, U (Q) = U ((?) n U 0) dès que d et Ô sont deux chambres opposées 
dans Ù* n A. 

Une partie équilibrée dans I est une partie d'appartement qui contient des points positifs et négatifs et qui est 
recouverte par un nombre fini de facettes sphériques (éventuellement fermées). 

Dans le cas où £2 est soit une facette soit une partie équilibrée de A, Piîï) admet une décomposition de Lévi 
([Ré02], 6.2.2 et 6.4.1): 

PiÙ) = M/^â) K U(Ù) 

Une extension vectorielle de Q est une partie de I de la forme Vect^(f2) pour un appartement B contenant O. La 
décomposition de Lévi peut aussi s'exprimer en disant que UiÙ) est simplement transitif sur les extensions vectorielles 
ded 



2.2 Valuation d'une donnée radicielle 

A l'exemple de [BT72], on ajoute maintenant une structure supplémentaire à notre donnée radicielle qui permet 
de rendre compte, dans le cas d'un groupe sur un corps local, de la valuation du corps. 

Définition 2.2.1. Soit (p un système de racines. Soit (G, {Ua)ae<i>) une donnée radicielle et pour tout a € (p soit tpa une 

fonction de U„ dans R U {oo}. Pour tout /l e R on note U„j = oo]). 

On dit que la famille (<fia)ae^ ^st une valuation de la donnée radicielle (G, {Ua)ae^), ou que (G, (Ua, ipa)a£<p) ^st une 
donnée radicielle valuée si : 

- (VO) : Va e <p, <Pa(Ua) a au moins trois éléments. 

- (VI ) : Pour tout a €^ et ÀeR, Uaj est un sous-groupe de Ua, et Ua.oo = {e}. 

- (V2.1) : Pour tout a,/3 e<p,u€Ua\ [e], v€Uf}\ {e}, 

<Pra./s{niu).v.n(uy^) = (p/s(v) - {a,^)<fiaiu) 

- (V2.2) : Pour tout a €é, pour tout t€T, ^"^^^^ ~* ^ , , , est constante. 

- (V3) : Pour toute paire prénilpotente de racines {ar,y8), pour tous À,p eR: 

lUa,A, Up^^] c ( [Upa+i^p^px+q^ \ p,q & W et pa + qfi & (j)]) 
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- (V4) : Sia€<pet2ae(f> alors (p2a est la restriction de ipa à U2a- 

Lorsque {G, (Ua, <Pa)a€<i>) est une donnée radicielle valuée, on garde la notation Uaj qu'on vient d'introduire. 
Si de plus pour tout a e <pred, e <fa(Ua), on dit que (p est une valuation spéciale. 

Remarques: 

- Soit a e et M € f/„ \ {e). Par (VI), on voit que (pa{u) = <paiu~^), et par (V2.1) on obtient (p-ainiu).u.niu)~^) = 

- Avec (VO) et (V2.1), on voit qu'il existe un sous groupe de R. non trivial A tel que (paiUa) + A = (pa(Ua)- 

L'ensemble des valuation de D est muni d'une action de V : pour tout v e V et ^ une valuation de £), on définit 
(f + par Va- e 0, m e U„, {ip + v)a{u) - ipa(u) + a(v). Il est immédiat de vérifier que ^ + est encore une valuation 
de 2). Deux valuations (p et (p' telles qu'il existe v e V tel que ç - ip' + v sont dites équipoUentes. Soit (p une valuation 
quelconque. Le fait que engendre ^* entraine que l'action de ^ sur l'ensemble ^ + des valuations équipoUentes à 
(p est simplement transitive, donc ip + ^ qsX un espace affine sous ^. 

Si n est une base de (p, il s'agit aussi d'une base de V et on peut donc trouver e V tel que pour tout a € (f), 
€ (paiUa) + «(v). En utilisant (V2.1), on vérifie alors que cette relation reste vraie pour tout a e <pred- Ainsi, ip + ^ 
est une valuation spéciale équipollente à (p. On peut donc toujours se ramener à une valuation spéciale, à équipollence 
près. 

Notons enfin que pour tout g e G, la famille de fonction g.(p définie par Va e g.^, 'iu e U^, ig.<p)aiu) = 
fg-'a(g'^ug) est une valuation de la donnée radicielle g.D. 

Dans la définition de la valuation d'une donnée radicielle finie de [BT72], ou même dans la définition de la va- 
luation d'une dormée radicielle quelconque de [Rou06], l'axiome (V2) est beaucoup plus faible que celui présenté ici. 
Par contre on ajoute un cinquième axiome à savoir : 

(V5) ; Pour tout a € <p, pour tout u € Ua \ {e], pour tous u', u" e U-a tels que niu) = u'uu", alors -pa(u) = 

<P-aiu') = <p-aiu"). 

On prouvera (en 3.1.1 1) que pour une donnée radicielle finie, la définition présente équivaut à celle de [BT72], 
autrement dit que d'une part l'axiome (V2) présenté ici est conséquence de sa version faible et de (VO), (VI), (V3), 
(V4), (V5), et que d'autre part (V5) découle des (V0)...(V4) ci-dessus. Dans le cas où (p est infini, l'auteur n'a pas pu 
se passer de la version forte de (V2). 

Proposition 2.2.2. Soit D = (G, {Ua)a3<i>) une donnée radicielle admettant une valuation (p = i<Pa)a€<i>- Alors D vérifie 
la condition ( CENT). 

Démonstration: Soit a e (p, u e Ua\ [e]. Nous devons trouver f e T tel que utu^^ + t. Par (VO), il existe v E f/,, \ {e} 
tel que ^^(m) + ^«(v). Posons t - n(u)n(y), il est clair par (DR4) que t normalise chaque t/^, donc t & T. Montrons 
que t'^ut u. On calcule (pait'^ut) en utilisant deux fois (V2.1) : 

<Pa(n{vy^n(uy^ .u.n{u)n{v)) - (p-a(n(uy^un{u)) - { -a,a ) ipa(v) 

= (Pa(u) -{a, a) <Pa(u) + 2<Paiv) = 2<Pa(v) - (Pa{u) 
+ <Paiu) 

Donc t'^ut u. □ 



Proposition 2.2.3. 
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1. Soit G un groupe de Kac-Moody déployé, soit K un corps muni d'une valuation non triviale -nr : K — > R U |oo). 
Alors il existe une valuation (tpa)a€(i> de la donnée radicielle (G(K), (t/a(K))ag^), elle est définie par ^Paiuaik)) = 
■urik), où iua)a€<ti est un système de Chevalley pour <f). 

2. Soit D = (G, iUa)a£4,) une donnée radicielle avec </> un système de racines fini. Soit <p = i<Pa)a€(f, une valuation 
de D au sens de [BT72] 6.2.1. Alors <p est aussi une valuation de D au sens présent. 

Démonstration: 

Pour le cas Kac-Moody, on trouvera dans [Rou06] 2.2 des références qui prouvent toutes les conditions (Vx) sauf 
(V2). Dans le cas d'un système de racines fini, ces conditions sont les même dans [BT72] et ici. 

Il ne reste qu'à étudier (V2). Cette condition découle rapidement de l'existence d'un espace aflîne muni d'une 
action convenable de N (un appartement en fait). Expliquons connment sous forme d'un lennme : 

Lemme 2.2.4. Soit (p un système de racines, et D = (G, (f/Qr)»^^) une donnée radicielle. Soit (p = i(Pa)a€<i> une 
famille de fonctions avec Va € (p, ip„ : f/,j, ^ R U {oo} ef i^^^'fooj = {gj. 

On suppose qu'il existe un espace affine A sous V, un point o € A et une action de N sur A par automor- 
phismes affines telle que pour tout a e <p et u € Ua\ {e], niu) agit comme la réflexion d'hyperplan M{a,(pa{u)) := 
{x e A \ a(ox) + (p„(u) = 0) dont la direction est la réflexion ra € W{(f>). Alors la famille (p vérifie (V2.1). Si de plus T 
agit sur A par translation, alors ip vérifie (V2.2). 

Preuve du lemme: On identifie les a e ^ à des formes afiines sur A par aix) = aidx). La valeur <paiu) est 
caractérisée par l'égalité or (^Fix^^(n(M))) = {-(fiaiu)}. 

Soient a, fi e et (m, v) € Ua\ {e} x U^X {e}. Pour calculer (pr^,^ ^n(u).v.n(u)~^y il faut donc étudier la réflexion 
n{niu).v.n(uy^y Par la définition (voir (DR4)), il est clair que n(n(u).v.n(uy^^ = niu).n(v).n(uy^, et l'ensemble de 
ses points fixes est n{u).FixAiv). 11 existe un point a e Fix(n(M)) et un réel x tel que a + x.a' E Fix(n(v)) (si a elfi sont 
colinéaires, pour tout a e Fix(n(M)) il existe un tel x, sinon il existe a G Fix(«(M)) n Fix(«(v)), alors x = convient). 
Alors n{u).{a + x.a^) = a- x.a^, on a donc : 

-<Paiu) = aia) , 

-(fip{v) = p{a + x.a^) = fi{a) + x{a,fi) , 
et : - <pr^,p{n{u).v.n{uy^) = (ra-P)(a - x.a^) - (fi - {a,p)a)ia - x.a^) 

= /3(a) - {a,l3)a{a) - x{a,/3} + 2x{a,/3) 
= p{a) - {a,f5}a(a) + x{a,/3) 
= -^Ppiv) + {a,/3}(pa(u) . 

Ceci prouve (V2.1). On procède de même pour (V2.2) : soit a & ^, u & Ua \ {e] cl t € T . On vérifie facilement que 
n(îMr') = tn{u)t~^, c'est donc une réflexion d'hyperplan M{a,(pa{u)) + i^,, si désigne le vecteur de la translation 
induite par t sur A. Alors (pa{u) - <Pa{tut~^) = ai^^t) ne dépend pas de u. □ 

Pour conclure la preuve de la proposition, dans les deux cas il existe un espace affine A muni d'une action de A'^ 
connme dans le lennme, voir [Rou06] partie 2 et [BT72] 6.2.10. □ 



3 Construction générale 

On fixe pour toute cette partie une donnée radicielle valuée génératrice 2) = (G, (Ua, <fa)aeip), avec <f spéciale. On 
rappelle que la condition (CENT) de [Ré02] 1.2.5 est alors vérifiée d'après 2.2.2, donc le normaUsateur NÇT) d'un 
tore maximal T est le groupe engendré par T et les n{u), u e Ua, a e 4>(T). 

On construit un objet innmobilier I de manière tout à fait similaire à [BT72] : on commence par définir pour 
tout tore maximal T un appartement A(T) muni d'une action de N(T) ; on définit ensuite les sous-groupes, appelés 
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"parahoriques", qui seront les fixateurs dans G des points de A ; et on définit finalement I comme quotient de G X A(7') 
par la relation imposant que les sous-groupes parahoriques soient eflFectivement les fixateurs des points de A{T). 

3.1 L'appartement 

On fixe un tore maximal T dans G. On définit dans ce numéro l'objet A{T) qui sera l'appartement relatif à T. Il 
s'agit d'une réunion disjointe d'espaces affines sous V{T) et certains de ses sous-espace vectoriels. Dans toute cette 
partie, on notera = (p(T), V = V(T), Â = Â(T) etN = N(T). 

3.1.1 Façades d'appartement 

Soit Y(T) un espace affine sous ^. Un cône dans Y(T) est une partie de Y(T) de la forme / = x -i- /, où / est un 

cône de V(T). Le cône vectoriel / est uniquement déterminé, c'est la direction de x + f. Deux cônes de même direction 
sont dits parallèles, on note g // /. Lorsque g est parallèle et inclus dans /, on dit que c'est un sous-cône parallèle, 
abrégé en "sep". 

On définit une relation d'équivalence ~ (ou ~t lorsqu'il faut préciser) sur l'ensemble des cônes convexes de Y(T). 
Soient / = x + /et^=>'-i-^, on pose : 

f ~ g (/ // « et / n ^ 0) « (fng contient un sep de / et de ^ ) o (f // g et xy e Vect(/)) 

Pour tout cône convexe / on note Y{T)jf l'ensemble des cônes dirigés par / quotienté par ~. C'est la façade de 
Y(T) de direction f. C'est un espace affine isomorphe à y(r)/Vect(/), et l'action de ViT) sur A passe au quotient sur 

Soit ;F(A(r)) l'ensemble des facettes de AÇT), ce sont en particulier des cônes convexes de ViT). U appartement 
(bordé) associé à T est alors : 

A{T) := U YiT)^ 

ferWT)) 

On notera A(r)^pour désigner la façade Y(T) p et les façades de Y{J) seront appelées les façades de A(r). 
Les façades ainsi construites seront appelées façades d'appartement, pour les distinguer des façades d'immeubles dont 
la définition est à venir. Lorsque a est un point de A(r), on notera la direction de la façade le contenant. L'espace ^ 
agit sur l'appartement A(r) par translation et les orbites sont ses façades. 

On note AiJ^sph la réunion des façades sphériques de A(r), c'est-à-dire des façades de type une facette vectorielle 
sphérique. On note aussi AiJY , A{JY la réunion des façades positives et négatives, A(r)|^^^ et A{J)~^^ la réunion des 
façades sphériques positives et négatives. Dans la terminologie de [Rou06], A(r)^^^ et A(r)^^^ sont les réalisations de 
Satake de deux appartements microaffines. 

On définit une topologie sur A(r), telle que les voisinages d'un point [x -i- /] sont les : 

i^(t/, /) = |a G A(r) I un représentant de a est inclus dans t/ -i- / | , 

pour tous les voisinages {/ de x dans l'espace affine Y(T). Cette topologie induit la topologie classique d'un espace 
affine de dimension finie sur chaque façade et l'adhérence d'une façade Ay est l'union des façades A| pour / c ^. 
Cette topologie est séparée, et si / est une facette sphérique, alors Aj - IJ -.^^ fc^^i compact (??). 

Comme les bases de sont des bases de V*, la plus petite facette de A(r) est {0}. La façade A(r)(oj = est 
appelée la façade principale de A(r), c'est l'intérieur de A(r). On la notera donc MJ), et on pourra oublier la notation 

F(r). 
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Si / et p sont deux facettes de A telles que / c Vectm, l' application prg : 4 est bien définie, 

[« + /] [.a + ii 

c'est la projection sur la façade A^. 

Si Q c A = A{T) est dans une façade Ajf, et si £ est un sous-espace vectoriel de Y{T) contenant /, alors on définit 



^ n, £ = pr }{Çï) + E, le sous-appartement engendré par Q et 

Si Ê est juste une partie de Â, la notation I^Q.,Ê^ désignera ^ Q,Vect/^)). 

Remarque: Quels que soient Q et ^, si Q 0, alors ^ Q, ^ coupe toujours la façade principale. 

Jusqu'à la fin de 3.1, on notera A = A{T). 

3.1.2 Murs et demi-appartements 

On fixe une origine o € A, et on identifie les formes linéaires sur V = A à des formes affines sur A qui s'annulent 
en o, autrement dit on pose pour tout a e ^ et a e A, a(a) :- a(oa). Soit a e (f> une racine. Si / e îF est une facette 
telle que a(f) = 0, alors a définit encore une forme aflîne sur A ^. Si > 0, on dit que a prend la valeur oo sur A j>. 

Enfin si a(f) < 0, on dit que a prend la valeur -oo sur A ^. De la sorte, a définit une fonction sur A, à valeurs dans 
Ru {±oo}. 

Ces définitions permettent une caractérisation pratique de la topologie de A : 

Lemme 3.1.1. La topologie de A est engendrée par les demi-espaces ouverts {x e A | a{x) > a} pour a e R ef a e 0. 
Autrement dit, une suite x„ tend vers une limite x si et seulement si Va e </>, a{x„) — > a{x). 



Pour tout a E et /l 6 R, on pose M(a, i) = {x E A | a(x) + À = 0] et D(a, À) - {x e A \ a(x) + À>0}. On notera 
également D{a, oo) - A. L'ensemble des M{a, À) ainsi obtenus pour a € (pelÀ€ (faiUa \ {e]) est l'ensemble des murs 
de A ; l'ensemble des D{a, À) correspondants est l'ensemble des demi-appartements de A. 

Si M = M(a, X) est un mur de A(T), on notera M - ker(Q') c V la direction de M, c'est un mur de A (ou plutôt sa trace 
sur A est un mur de A). Lorsqu'une intersection de murs est réduite à un seul point, ce point est appelé un sommet. 
Lorsqu'un sommet est inclus dans un mur de chaque direction possible, c'est un sommet spécial. Par exemple o est un 
sommet spécial (ceci est en fait équivalent à la condition "(^ est spéciale"). 
Notons que si M est un mur contenant Q. dont la direction contient E, alors 

Un isomorphisme affine ij/ entre les façades principales de deux appartements A(T) et A{T') dont la partie vecto- 
rielle préserve T induit une bijection, encore notée ij/, entre A{T) et A{T'). Si cette bijection préserve l'ensemble des 
murs, on dit que est un isomorphisme d'appartements. Remarquons qu'un isomorphisme d'appartements ainsi défini 
ne préserve pas forcément les types des facettes de A{T) ni même leur signe. 

Pour tout mur M = M{a, À), ru désigne la réflexion de direction ra qui fixe M n A. Elle induit un automorphisme 
involutif de A{T), qu'on appelle la réflexion selon M. 

Soit M un mur de A(7') et / e Alors M n A(7')y est soit vide, soit un hyperplan de A(7') ^. Ces hyperplans seront 
appelés les murs de A{T)^. 

On notera pour toute partie ou filtre £1 de A, et pour tout a e 0, Ua{0) = {m € | £î c D{a, (paiu))). Par exemple, 
f/a(0) = Ua et Ua{A) = {e}. Pour toute partie i/f de (/>, on notera aussi Git//, Q) = ( {Ua(Cï) \ a Enfin, G(Cï) 
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désignera G(0, Q). 

Remarque: Dans [BT72], A est par définition l'espace afiine des valuations équipoUentes à <p. Il est isomorphe à 
celui défini plus haut via o + i-> ^ + i/. En particulier, la valuation <p est identifiée au point o. 



3.1.3 Parties closes 

Définition 3.1.2. Une partie close de A{T) est une intersection finie de demi-appartements. L'enclos d'une partie ou 
d'un filtre E de A{T) est le filtre noté Cl{E) engendré par les parties closes de A{T) contenant E. 

Remarques: 

- Avec cette définition, C1(0) = 0. 

- Cette définition de partie close est plus restrictive que celle de [GROS], elle conduit donc à des enclos plus 

grands. En eff'et, dans [GROS], on autorise des demi-appartements dirigés par des racines imaginaires, et une 
intersection infinie de demi-appartements est close, pourvu que ces demi-appartements soient dirigés par des 
racines distinctes. 

Si Q. est une partie de A, on notera Ù. la réunion des directions des façades rencontrées par Q.. Lorsque Q. est un 
filtre, Q sera la réunion des directions des façades rencontrées par tous les éléments de Q. 

Exemples 3.1.3. 

1. Soit 6 une chambre de Â'et Q = A g. Alors C1(Q) est le filtre des voisinages de Q, Q = Ô, et Cl(d) - C1(Q) - Ô. 

En eff'et tout élément du filtre C1(Q) contient des points de chaque façade dirigée par une facette de (?, même si 
C1(Q) ne contient aucun point d'aucune façade A ^pour / c dâ. 

2. Soit m une cloison de A, prenons Q - A^ U A_^. Alors Ù = mU -m, et C1(Q) est l'hyperplan contenant m. Mais 

> -> -> 

C1(Q) = A, donc C1(Q) = A C1(Q). (Il suffit même de prendre Q = A^ U {x} avec x un point de A_^.) 

3. Avec encore une cloison de A, en prenant Q = A;^, on obtient C1(Q) = fh* + C1(Q) = fh. Ainsi même en 

> ^ 

restant dans A"^ ou A on n'a pas C1(Q) = C1(Q). 

> > -> 

Proposition 3.1.4. Pour toute partie Q de A, C/(Q) est close. En conséquence, C/(Q) d Cl{Û.). 

Démonstration: 

-> > -> > 

Soit / c C1(C1(Q)), montrons que / c C1(Q). Il s'agit de prouver que tout élément du filtre C1(Q) contient un point de 

Ajt. Soit donc D\ n ... nD/^ € C1(Q) une intersection finie de demi-appartements contenant O. Pour tout i, C1(0) c Z), 

> ->->-> ^ -> 

donc C1(Q) c Z)„ donc / c Z),. Si / est dans l'intérieur de Z)„ alors Ay c D,. On peut donc, quitte à retirer les D, 

tels que / est dans l'intérieur de z5,, supposer que pour tout /, / c ôz5,. Alors D\ n D2... n est stable par Vect(/3 et 
contient donc ^ Q, f^^, qui contient bien au moins un point de Ay- si # 0. Le cas = est trivial.. □ 

Le résultat suivant fournit une description plus ou moins constructive de la trace de l'enclos d'une partie Q dans 
une façade A^. 



Proposition 3.1.5. Soit Q. une partie de A. Soit D l'ensemble des facettes de €1(0.)). On effectue les opérations 
suivantes sur Q .• 

1. Pour chaque couple {a, ^ tel que a € Çï, ^ € D et a est dans la façade A ^ avec f c Vect(^, on rajoute prgia) à 

a. 
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2. Pour chaque couple (b, f), avec b e SI, f € !D, tels que b est dans la façade avec f c Vect(^, on choisit 

a e pr^^{b) n A^et on rajoute a + g à Q. 

Appelons Q}(Ci) l'ensemble ainsi obtenu, où Ci représente les choix effectués à chaque opération 2. Si de nou- 
veaux couples (a, ou {b, f) vérifiant les conditions ci-dessus sont apparus, on effectue à nouveau les opérations 1 
et 2, et on note D?(C2) l'ensemble obtenu. On obtient ainsi par récurrence un ensemble Q."(C„) pour tout n e N, on 
note n°°(C) la réunion de tous ces ensembles, il dépend de la suite C de tous les choix effectués à chaque opération 2. 
Notons C l'ensemble de toutes les suites de choix possibles. Alors pour toutfo e J^iAiT)) : 

cm nAj> = f] CKOTiC) n A^) 

Cec 

Ou plutôt, Cl{Q) n est le filtre engendré par les Cl{Çl°°{C) n A^), pour C € c. 

Remarque: Ceci signifie grosso modo que CI(Q) est la clôture de Q. sous les opérations 1, 2, et "prendre la clôture 
dans chaque façade". La difficulté de rédaction vient du fait que l'opération 2 n'est pas bien définie puisqu'elle dépend 
d'un choix. 

Démonstration: 

Pour montrer l'inclusion " D ", il suffit de vérifier que pour tout demi-appartement D contenant fi, il existe un choix 
C e C tel que D D n°°(C). Ceci revient à vérifier que si D contient une partie 0, alors il contient toute partie obtenue 
à partir de par une opération 1, et que pour chaque couple (b, /) vérifiant les conditions de 2, il existe un choix de 
a 6 pr^^b) tel que la partie obtenue par l'opération 2 à partir de est encore incluse dans D. Ces vérifications sont 
immédiates. 

Pour montrer l'autre inclusion, il faut prouver que si D est un demi-appartement, dirigé par une racine a e 0"'(/o), 
contenant un Q°°(C) fi Ap pour un C G C, alors D D Q. Soit donc D un tel demi-appartement, et supposons par l'ab- 
surde qu'il existe to €Q.\D. Soit ^ la direction de la façade contenant w. Soit h = prj/^ig), en appliquant l'opération 1 
à Q avec le couple {a>, h), on voit que prj^ito) € Ç1°°(C). Ensuite, en appliquant l'opération 2 avec le couple (prj^iùj), /o), 
on voit que Q.°°(C) n A^^, et donc en particulier D, contient un cône de la forme a + h. Ceci entraine que a(h) > 0, 

d'où aig) > 0. D'autre part, aig) < sans quoi on aurait oj e A^ c D. Ainsi, a(g) - : g, fo et donc aussi h sont dans 
ker(ar). Donc aio)) = a{prffjj})) = a{a). Mais ceci contredit le fait que lo^D alors que a eD. □ 



Corollaire 3.1.6. Soient f, g deux facettes incluses dans C/(Q), telles que f c Vect(^. On note Qg = Cl{Q) f) Ag, 

Q^- = Cl{Q.) n Aj: Alors % = prg(Q.f). 

Pour utiUser le résultat de la proposition 3.1.5 lorsqu'on ne connait pas précisément les directions des façades 
rencontrées par C1(Q), on pourra utiliser le lemme suivant : 

Lemme 3.1.7. On se place à nouveau dans les conditions de la proposition 3.1.5. On suppose en outre que f) C Cl(Q.). 
Alors le résultat de la proposition 3.1.5 est encore valable si on définit les Q"'(C) de la même manière, mais en 
n 'effectuant les opérations 1 et2 que lorsque les facettes f ou^ concernées sont dans C/(Q). 

Preuve du lemme: 

Les ensembles Q'"(C) obtenus ici sont plus petits que ceux obtenus en 3.1.5, donc l'inclusion 
C1(Q) n A^^ D flcec Cl [Sî°°(C) n Aj>^ est encore vraie. 

Pour l'inclusion réciproque, la preuve de 3.1.5 est encore vraie puisqu'elle ne passe que par des facettes g c Ù et 
^ = Pr/^i^ c Cl(£l). □ 
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3.1.4 Facettes 

Définition 3.1.8. Soit x € A, soit f la direction de la façade contenant x. On note l'espace vectoriel Â^, muni 

des directions des murs contenant x. C'est donc un complexe de Coxeter, a priori non essentiel, de groupe W{Ax) = 
w e W(A) I w.x = x| c FiX(^(^^j(/). On y pense comme à l'espace tangent de A en x. 

Soit X e A{T), soit A(r)y la façade contenant x. Soit P c A{T) y* une facette de Â^. On note F{x, P) = Çerm^(x + P) 

le filtre engendré par les parties closes de A(T) contenant un voisinage de x dans x + F (pour la topologie induite). 
Insistons sur le fait que F(x, F) est engendré uniquement par des parties closes. 

L'ensemble de ces filtres est l'ensemble des facettes de A(T). Si F = F(x, F) est une facette de A(T), la facette vec- 
torielle F est uniquement déterminée par F, c'est la direction de F. Le point x par contre n'est uniquement déterminé 
que lorsque A est non discret ou que x est un sommet de A. 

Dans le cas où A est discret, et où 4>(T) est fini, les facettes sont en fait les filtres associés à des ensembles, et ces 
ensembles sont les facettes affines fermées habituelles. 

Remarque: Cette définition est identique à celle de [Rou06] pour une facette sphérique, bien que non présentée de 
la même manière. Elle diffère cependant de celle de [GROS] pour une facette de A. 



3.1.5 Action de 

Le normalisateur A' du tore T agit sur l'appartement vectoriel Â", et même sur l'espace V^. On notera v : N —> 
cette action. On va définir (suivant l'exemple de [BT72]) une action affine vdeN sur A, qui s'étendra 
à A, dont la partie vectorielle sera v, et telle que l'élément n(u), pour u e Ua, a e (p agira par réflexion selon le mur 
M{a, ipa(u)). Remarquons que puisque le tore T fixe V, il devra agir sur A par translation. 

Proposition 3.1.9. Pour tout t €T, il existe un unique vecteur €Ï^ tel que pour tout a € (p, pour tout u € Ua\ {e}, 

Dia, (faitut'^)) = Dia, (faiu)) + ^, . 

Ce vecteur est caractérisé par les égalités a{^t) = faiu) - <Paitut~^), pour tout a €(/> etu € Ua\ {e]. 
L'application qui à t associe la translation de vecteur est une action de T sur Y{T). 

Démonstration: 

On commence par prouver l'unicité. Si v, est un vecteur convenable, alors pour tout a e ^ et m e f/^ \ {e}, on a : 

D{a, (fiaiu)) + ^^t = {a eA \ a(a) + cpaiu) > 0) + v^, 

= {a + v,eA \ a(a) + ipa(u) > 0) 

= {a e A I a{a - Vt) + tfiaiu) > 0} 

= {a € A I aia) - ai^,) + (faiu) > 0} = Dia, <Paiu) - ai^t)) ■ 

On en déduit (paitut^^) - ifaiu) - aivi) ou encore aiv,) = (Paiu) - (paitut^^). Comme (p est une famille génératrice 
de ces conditions pour tous les a e forcent l'unicité de i^f. 

Passons à l'existence. D'après le calcul précédent, la condition D{a,(pa{tut^^)) - D(a,<faiu)) + Vt équivaut à 
a(i^f) = (faiu) - (pa(tut~^). Soit n un système de racines simples dans (p, il s'agit donc d'une base de Pour chaque 
a e 0, on choisit un Uq, e Ua \ {e\. Il existe alors un unique v, eV tel que Va E II, a(v,) = faiua) - faitUat^^). D'après 
la condition (V2.2) des valuations de données radicielles, la quantité <Paiua) - ipaifUat^^) est indépendante du choix de 
Ua, donc l'égalité précédent reste vraie pour tout u € Ua\ {e]. Il reste à montrer que l'ensemble des racines vérifiant 
cette propriété est stable par n'importe quelle réflexion r^, fi eH. 
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C'est une conséquence de (V2.1). Soit a € (f> une racine vérifiant Vm € î/q, \ [e], a(i^t) = (faiua) - <pitUat ^). Soit yS 
une racine simple. Alors : 

= {<PaiUa) - iP, a)^Pli{up)) - [(faitUat'^) - <J3, ayippitUpî'^)) 

Mais par (V2.1), le premier terme est <prpa{n{uii).Ua-n{ui}Y^) et le second est (frisainitupr^).tUat~^.n{tupt~^)~^)). 
Comme nitupt'^) = tn(up)t~^, ce dernier vaut <pri,aitniup).Ua.niiip)t~^), d'ovi le résultat. 

Enfin, si fi et t2 sont deux éléments de T, alors pour tout a e (p et u e Ua \ {e], on a D(a, Ça(t\t2Ut2^ t^^)) = 
D(a, (fa(u)) + Vtih et d'autre part 2)(a, ipa{t\Î2Ut:^t'^y) = D{a, (faiu)) + Vt^ + . Par unicité des Vt, on obtient v^t,.tj = 
i^fj + : on a bien une action de groupe. □ 



Proposition 3.1.10. // existe une unique action vde N sur A par automorphismes d'appartement telle que pour tout 
a e (p et u e U„ \ [e], v(niu)) est la réflexion orthogonale selon le mur M{a,(pa{u)) et pour tout t € T, vit) est la 
translation de vecteur v,. 

Pour tout n & N, on a v{n) — v(n), autrement dit la partie vectorielle de cette action est v. Enfin, cette action 
échange les demi-appartements de A selon la formule : 

'in € N, a € (p et u e Ua \ {e}, v(n).2)(or, (faiu)) = l)(ï^(n).ûr, (pj(n) ci{nun~^)) . 

Démonstration: 

Rappelons qu'on a fixé un point o e A tel que pour tout a e (f>, le mur M(a,0) passe par o. Notons No = 
{ {«(«) \ a € (p, u € Ua \ {e] el <Paiu) - 0} ). On commence par définir v sur Ng en posant que Vn e Ng, vin) est l'auto- 
morphisme affine de ¥(7) qui fixe o et dont la partie vectorielle est i^(n). 

On veut ensuite définir v sur T en posant pour t e T que v(t) soit la translation de vecteur Vt, il faut vérifier que les 
deux définitions sont compatibles sur No n T. Déjà, v(r) = [idf], donc viNo OT) - {idni)]- H reste donc à prouver 
que pour tout t € Ng riT,^^, = 0. Fixons un tel t, au vu de la proposition précédente, il suffit de prouver que pour tout 
a e (p et u e Ua \ {e], faiu) - <Pa(tut~^). Fixons de tels a et u. 11 découle de (V2. 1) que pour tout jS € et v e f/g tel 
que (fifiiv) = 0, ^rj5.«(«(v).M.n(v)"^) = (faiu). Ceci entraine que pour tout n G No, <p„.ainun^^) = (fiaiu), et en particulier, 

(fiaiu) = (fiaitUt'^). 

On a ainsi défini v sur No U T. Montrons que = N„.T. Pour tout a e <p et u € Ua \ {e}, il existe Ug & U„ \ [e] tel 
que (faiug) = 0. Donc n{u)n{Uo) e J et n{ug) g Ng, on prouve ainsi que = < Ng, T ). Mais comme Ng normalise T, 
on obtient bien A'^ = Ng.T. 

On définit alors v sur A' par vingt) - v(ng) o v(f), pour tous n,, e No et t e T . Ceci est bien défini car v est trivial 
sur Ng n T. Comme v(r) = [id], il est évident que la partie vectorielle de vin) est vin) pour tout n & N. Montrons 
que V est une action de groupe. Soient ni, ni € Ng et t\,t2 e T, par définition on a v(niïin2Ï2) = vin\n2n2^t\n2t2) = 
v(ni)v(«2)K«2'fi«2)Kf2)- Ceci devrait valoir v(ni)v(fi)v(«2)v(f2), nous devons donc prouver que vin2)vin2^ t\n2) = 
viti)vin2) autrement dit que v(n2^)-Vti = v„-it^„^. 11 suffit de traiter le cas où v(n2) est une réflexion : il existe alors jS g 
etv € Up\ {e], avec (ppiv) = tel que «2 = niv). Soit a € (f> etu € Ua\ {e]. Alors : 

«(^4-ifi«2) = (fiaiu) - 'P,Ân2^tin2.u.n2^t^^n2) 

= (fiaiu) - (fir^aitin2.U.n2^ti^) - { /3, a } (fi/jiv) 

= (faiu) + rpai^t^ ) - (pr^ain2un2^) -{P,a) (ppiv) 

= (faiu) + airp.^,;) - (fiaiu) + {P,a) (fipiv) -{p,a) (fipiv) 

= airp.v,^) 
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Ceci, étant vrai quelque soit a &(p, prouve bien que ^{n2^).^ti = ^rq^hm- 

Comme la partie vectorielle de cette action est i^, qui préserve l'ensemble des facettes de A, elle s'étend à une 
action sur A. Prouvons qu'elle stabilise l'ensemble des demi-appartements de A selon la formule annoncée. Soit a e <p, 
u €Ua\ [e]. La relation y(n).£)(œ, (faiu)) = Div(n).a, <Psi(n).ainunr^)) est déjà vraie pour n €T, par la définition des v,. 
Soit n e Nq, on a déjà vu qu'alors ip^„)_ainun~^) = (faiu). Il ne reste plus qu'à calculer : 

v{ri).D{a, (pa(u)) = {v(n).(o + v) e A | a{o + v) + <fa(u) > 0} 

= {o + e A I or (v(n)"Ho + v)) + (fia(u) > o} 

= \o + ^€A\a{o + v(nyK(v)^ + (pa(u)>0] 

= {o + e A I ^{n).aio + + (faiu) > 0} 

= D (i^(n).ar, (pa(u)) 

= D {^in).a, <Pi!(n).ainun~^)) 

A présent, soit a e (p, u e Ua \ {e], montrons que v(niu)) est la réflexion selon le mur M(a, (pa(u))- On sait déjà 
que la partie vectorielle de v(n(M)) est une réflexion selon le mur ker(o;), donc v(n(M)) est la composée d'une réflexion 
et d'une translation de vecteur \v e ker(ar). 

Alors v(n(M))^ est la translation de vecteur 2v? = v4(m)2. Mais pour tout j8 e 0, v e U^, on a : 

ippiniuf.v.niu)''^) = ipr^p{n{u).v.n{uy^) -{a,^} <paiu) 
= fuiv) 

car ( a, rafi ) - { r'aa;,j3 ) - -{a,p}. Ceci prouve que w -Q, donc v(n(u)) est une réflexion. 

Maintenant, par le résultat précédent, y(n).M(ar, <Pa{u)) - M(-a, (p_a{n{u).u.n{u)~^). Mais par (V2. 1), 

(p-a{n{u).u.n{uy^) = ifaiu) - { a,a)tpa{u) = -(pa(u) . 

Donc v(n).M(a,(pa(u)) - M(-a, -(pa(u)) - M(a,(p„(u)). Sachant que l'hyperplan fixe de v(n(u)) est parallèle à 
M(a, (paM), ceci entraine que c'est précisément M(a, ifiaiu)), et donc que v(n(M)) est la réflexion annoncée. 

L'unicité de v est claire car N est engendré par T et les n{u), pour u € Ua\ {e], a e(f>. □ 



La définition de cette action de permet de prouver la condition "(V5)" présente dans la définition de la valuation 
d'une donnée radicieUe pour [BT72] ou [Rou06] : 

Corollaire 3.1.11. Soit a € (f>, u € Ua\{e] et u', u" e U-a tels que n{u) = u'uu". Alors <Paiu) = -tp-aiu') = -<p-aiu"). 

Lorsque (p est un système de racines fini, la définition de valuation d'une donnée radicielle donnée en 2.2 équivaut 
à celle de [BT72] 6.2.1 . 

Démonstration: Il est classique que n{u) = n{u') = n{u"). Rappelons tout de même la preuve : on a u'uu" 
un" ni II ) II' ni II ). Mais n{u)~^u'n{u) e Ua, d'où le résultat. Or n{u), n{u'), n{u") agissent respectivement par les 
réflexions selon M{a,(pa{u)), M{-a,(pa{u')) et M{-a,(pa{u")). L'égalité de ces trois murs entraine bien les égalités 
annoncées. 

Comme la condition (V2) de 2.2 est clairement plus forte que celle de [BT72], et comme les autres conditions 
( (VO), (VI), (V3), (V4) ) sont inchangée, le point précédent prouve qu'une valuation au sens de 2.2 est aussi une 
valuation pour [BT72]. Nous avons vu l'autre implication en 2.2.3. □ 

En conséquence de ce corollaire, pour tout facette sphérique /, la famille ('fa)^^^,,^^^^ est une valuation au sens de 
[BT72] de la donnée radicieUe (M^/), iUa)„.^m^fi)- La donnée radicieUe valuée (M^if), (Ua, fa)a,nt>"'(J)^ ^^^^ notée 
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Définition 3.1.12. Le fixateur dans N d'un point ou d'une partie a de A ou de A sera noté N{a) (et donc N{T){a) s'il 
faut préciser le tore). Le fixateur de A sera noté H(T), ou juste H s'il est inutile de préciser le tore. 

Dans la suite, on omettra souvent de noter v et v pour l'action d'un élément de sur un point de A ou de A. 

Exemple 3.1.13. Remarquons tout de suite que pour une partie Q c A, A'(Q) <t A^(C1(Q)). 11 suffit de choisir deux 
chambres c et d de A(T), séparées par une cloison m, et de trouver t e T qui induit une translation dont la direction 
n'est pas incluse dans m. Alors t fixe AgUA^ mais pas A^^, alors que C1(A^ ^^i) = AgU A^U A^^. 

D est par contre clair d'après 2.1.4 qu'un n € N{Q.) agit comme une translation sur chaque sous-espace 

^ ai, Vect(Cl(f2)) ^ . La proposition suivante améliore un peu ce résultat, en permettant de remplacer C1(Q) par C1(Q). 

> 

Notons que les difi'érentes translations induites sur chaque cj + Vect(Cl(Q)) ne sont a priori pas selon le même vecteur. 



Proposition 3.1.14. Soit Q une partie de A, alors N{Q.) c N{Cl{D.)). 
Démonstration: 

-> -. ^ -. > 

Soit n 6 N(Q.), soit E = Fix /(«), c'est une partie close de A contenant C1(Q). Supposons E + C1(Q). Alors il existe 

œ 6 tel que E c D(ct) et un point a G C1(Q) tel que a(a) = -oo. Ce point a n'est donc dans aucun demi-appartement 
dirigé par a, et pourtant il est dans C1(Q) : il n'existe donc pas de demi-appartement dirigé par a qui contienne £2. Il 
existe donc (w) e Çl^ tel que aico,) e R Vï e N et limi^oo a(a)i) - -oo. 

L'ensemble fin ker a c A est clos et non vide puisqu'il contient les directions des façades contenant les co„. Soit / une 
facette maximale de ^nkera, alors tous les co„ seprojettent sur A^, et ces projetés sont fixes par n. Soit (w^)„ e (-^f)^ 

> 

la suite ainsi obtenue. Soit n e N tel que a(ù)'f^oj'J < 0. Alors n fixe la droite contenant {co'q,co'J, donc sa direction 
oj'q(o'„, puis la facette ^ contenant cette direction. Donc § <^Ê, mais a(£) = R"* donc ^ <t Ô{a), ce qui est impossible. 
Donc Ê = C1(Q). □ 



Remarque: La définition des façades Aj>^ A /Vect(/3 revient à essentialiser Â*pour le groupe de Coxeter Fix^^^^(f). 
Cette construction est semblable à la compactification polyhédrale, ou de Satake, d'un appartement d'un immeuble 
affine. Elle permet d'avoir sur A une topologie séparée, et telle que l'adhérence d'une façade sphérique est compacte. 
Elle a cependant le défaut de perdre une partie de l'action du tore. En efi'et, si t induit une translation de direction 
incluse dans Vect(/) sur Y(T), alors t agit trivialement sur A ^. Dans la première réalisation d'un appartement microaf- 
fine dans [Rou06] par exemple, les façades sont toutes isomorphes comme espaces affines à Y(T), ce qui évite ce souci. 



3.1.6 Opposition 

Définition 3.1.15. Si a = [x + f]€ A{T), le point opposé à a dans A{T) est opAcnia) = {x- /]. 

L'application opa{T) est une involution qui permute les façades de A{T), préserve l'ensemble des murs et commute 
à l'action de W{T). Plus généralement, elle commute à tout isomorphisme d'appartements. Cependant, ce n'est pas 
un automorphisme d'appartement car l'action sur le bord d'une façade n'est pas induite par l'action sur cette façade 
(oPA(r) "'est pas continue). En fait, opa(t) fixe la façade principale, et le seul automorphisme d'appartement de A(7') 
fixant la façade principale est idA(T)- 
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3.2 Familles de sous-groupes parahoriques 

Maintenant que nous disposons des appartements A(T), il faut, pour définir un immeuble selon la méthode usuelle, 
déterminer quels seront les fixateurs des points de A(T). Ces fixateurs seront appelés des sous-groupes parahoriques 
de G. 

Dans cette sous-section, on étudie quelles sont en général les propriétés qu'on peut espérer d'une famille de sous- 
groupes parahoriques. On étudie également l'exemple le plus simple de telle famille : la "famille minimale de paraho- 
riques". 

On fixe un tore maximal T, et on note A = A(T), N = NÇT). 
3.2.1 Définition 

Définition 3.2.1. Soit Q - (Q(a))aeA une famille de sous-groupes de G. Si Q est une partie de A, on note Q{Q) = 
riwen Q(pA- Si n est un filtre de A, on note Q(Q.) — Ua'ea Qi^')- 

On dit que Q est une famille de sous-groupes parahoriques pour T) si elle vérifie : 

- {para 0.1) : Si a & Ap alors U(f) c Q(a) c P(f). (compatibilité avec l'immeuble vectoriel) 

- (para 0.2) : Va g A{T), N{T)a c Q{a). (compatibilité de l'action de N{T)) 

- (para 0.3) : Va 6 A(T), À) 6 ^(T) X R tel que a 6 D(a, À), Uaj C Qia). (points fixes des groupes radiciels) 

- (para 0.4) : Vn e N{T), Va e AiT), nQ{a)n~^ = Q{na). 

Si Qi et Q2 sont deux familles de parahoriques, on dira que Q2 contient Q\ si Va e A, Q\{a) C Q2(a). 

On note V - iPia))aeA la famille de sous-groupes parahoriques de G définie par Va e A, P{a) - (fa). Nia), G{a) 

On définit encore les condition suivantes sur Q, certaines dépendent d'une facette ^ € 'F{A{T)), d'une partie 
Q. (Z A, d'un point a € Aou d'une chambre C de f* n A : 

- (para in j) : Va € A{T), N{T)a = Qia) n NiT). ( inclusion des appartements dans l'immeuble) 

- (para sph) : Pour tout a e A^ph, Qia) = Pia). ( valeur sur les points sphériques) 

- (para 2) (lien entre une façade et son bord) qui s'énonce en plusieurs variantes : 

- (para 2.1)(ê) : v/g Tig), VaeA^ Qia) n Pig) = Qi{a, prgia)}). 

- (para 2.2)(g) : v/e ^ Va € A^, NiT)Qia) n NiT)Pig) = NiT)Qi{a, prgia)]). 

- (para 2.\^)(g) : v/g Tig), Va e Ap Qia) n P^) = Qi^Ti). 

- (para dec)(d,a) : Qia) = (g(a) n Uiâ)) . (g(a) n Ui-Ô)) . Nia), (décomposition de Qia)) 

- (para 6)(Q.) : 2(0) = Nn.QiCliQ.)). (intersections d'appartements) 

- (para 5)(£l) : Ç^a€D.iNiT).Qia)) = NiT).QiQ.). (isomorphismes entre appartements) 

Lorsque Q vérifie (para 2.1 )(f) (ou une de ses variantes) pour toute facette f, on dira juste que Q vérifie (para 
2.1). Lorsqu'elle vérifie (para 2.1)( f) pour toute facette sphérique f e TiA), on dira qu'elle vérifie (para 2.1)(sph), 
lorsqu'elle vérifie (para 2.1)(m) pour toute cloison m de A, on dira qu'elle vérifie (para 2.1)(cloison), etc.. 

Une famille de parahoriques vérifiant (para sph), (para in j) et (para 2.2)(sph) sera appelée une bonne famille de 
parahoriques. 

Remarques: 
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- Ici, pour une partie Q de A, Ô(Q) désigne par définition Hwen Q(A')- Dans [GROS] ou [RoulO], on définit direc- 
tement les valeurs d'une famille de parahoriques sur chaque partie Q de A, et on prouve ensuite, au moins dans 
les bons cas, la relation QiCl) = n<j€n Qi(^)- 

- On prouvera en 3.7.1 qu'une bonne famille de parahoriques vérifie automatiquement (para 2.1)(sph). 

- Il est immédiat que pour toute facette ^, la conjonction de (para 2.1"^)(^ et de (para 2.2)(^ équivaut à : 

(para 2.2^)(^ : v/e r(i), Sa^A^, N{T)Q{à) n N{T)P{£) = NiT)Qi^Tf) . 

- Pour toute famille de parahoriques Q, et pour toute partie Q. de A, G(Q) c QiD.), par (para 0.3). De même pour 
toute facette /, G{</>"'(j), £ï) est en quelque sorte le plus petit groupe évidemment inclus dans QiSÏ) n M(/). 

Proposition 3.2.2. La famille f est la plus petite famille de parahoriques. 

Démonstration: Rappelons que G{a) - { {Ua,k I a G 2)(a, k)} ). Par (para 0.1), (para 0.2) et (para 0.3), toute famille 
de parahorique doit être supérieure à V. Mais il est clair que cette dernière vérifie (para 0). □ 

Toute famille de parahoriques permettra de définir une masure bordée. Le but est bien sûr de trouver une famiUe 
de parahoriques vérifiant un maximum de conditions (para x), ce qui mènera à une masure possédant un maximum de 
propriétés semblables à celles d'un irmneuble. 

Nous verrons que, au moins dans le cas Kac-Moody, la famille P est une bonne famille de parahorique, et nous 
étudierons les propriétés de la masure bordée que définit une telle famille. 

Nous prouverons au 3.8 l'existence d'une bonne famille de parahoriques maximale P, de sorte que toute bonne 
famille de parahoriques sera à chercher entre P et P. 

3.2.2 La famille minimale de parahoriques 

Dans ce paragraphe, on étudie le premier exemple de famiUe de parahoriques disponible : la famille minimale P. 

Lorsque / est sphérique, la théorie de Bruhat-Tits décrit bien les facteurs M^(f) n P{a), permettant de prouver la 
proposition suivante (qui est la raison d'être de la condition (para sph)) : 

Proposition 3.2.3. Soit f une facette sphérique, etÇîcA^. 

1. P(Q) n M/,f) est le sous-groupe parahorique de M^(f) associé à la partie Q. de l'appartement A ^ pour la 
donnée radicielle valuée finie D^:= {M^f), (Ua, 'Pa)a^^(fi)> sens de [BT72]. 

2. P(Q) = C/(/) X [M^f) n P(Q)) et M^f) n P(Q) = Ar(0) . G (/), 

3. P(£ï) — N(Q.) .P{CIaj.(^)), autrement dit, V vérifie {para 6) sur les parties de A^. 
4- Plûjen N.P{oj) — N.P(D.), autrement dit, f vérifie (para 5 ) sur les parties de A ^. 

5. Pour tout aeAjf,etg€f*nÂ, P(a) n P(^ = P(a + i). 

6. Pour toute chambre (? de f*, P{D) = (P(Q) n f/((?)) . (P(Q) n Ui-â)) . Ni£ï), autrement dit, P vérifie 
(para dec)(Q.). 

Démonstration: 

1. Pourtouta g Q, P(a) = Uif)x{ Nia), {UM) \ a e 0'"(/)} ), d'où P{a)f\Mj^f) = ( Nia), {u„ia) \ a € 0'"(/)} ). 
Ceci est précisément la définition du sous groupe parahorique de M^if) au point a. Ensuite, P(Q) n M^if) est 
l'intersection de tous ces groupes pour a € Q, c'est bien le sous-groupe parahorique de M^if) pour la partie Q.. 



22 



2. Par la décomposition de Lévi de on a P(Q) c f (/) = f/(/) x M//). Mais i7(/) c d'où P(Q) = 

X mf) n ^(fî)). Et par [BT72], M^{f) n P(Q) = A^(Q).G(r(/l, O). 

3. Découle immédiatement de 1, car Gicjfif), Q) = G(4>'"(f), C1a^(Q)). 

4. On calcule : 

f]N.Pico) = N.Ç\N{f).P{oj) 

= N.{^ Uif) . Nif) . ( {Uaia) I a e rif)] ) 

ùieû. 

= N.U(f) . n • ^(/) • n P(a)) 

ueCi 

= N.U{f).N{f).{M{f)nPiÇï)) 
= N.PiSl) 

La première égalité est vraie car pour tout w E Q, P(oj) c La troisième vient de l'unicité de la décomposition 
de Lévi de Pif), et la quatrième est le résultat classique dans les immeubles, voir [BT72]. 

5. Soit g € P{a) n P{i) = Uif) . iMif) n n Pig). Pour tout ît € f* r\X, Uif) c PCA^). En particulier, 
Uif) c Pia + ^, on peut donc supposer g € M(/) n /"(a) n Pif). Le résultat est alors classique. 

6. Le groupe M(/) n PiQ) admet par [BT72] une telle décomposition, elle s'écrit ici : 

Mif) n PiQ.) = Gi^iC) n riA ■ Gici>iâ) n ^'"(/l n) . NiÇi) 
, où d' est la chambre opposée à (? dans /*. Mais n ^'"(/l = n ^if), d'où 

M(/) n PCQ) c G(0((?), Q) . Gi(f>i-d), Q) . Af(Q) c n f/((?)) . n Ui-d)) . A^CQ) . 
Connme Uif c n et = Uif . iMif n on arrive au résultat aimoncé. 

□ 



Corollaire 3.2.4. Les résultats de la proposition précédente sont vrais pour n'importe quelle famille Q de paraho- 
riques vérifiant ipara sph). 

Dans le cas où £) vient d'un groupe de Kac-Moody déployé, Guy Rousseau a prouvé en [RoulO] 4.6 que P vérifie 
(para dec). Pour le cas d'un groupe de Kac-Moody sur un C((f)), c'est |GR08] 3.4.1. 

Proposition 3.2.5. Si D est la donnée radicielle valuée issue d'un groupe de Kac-Moody déployé G, alors la famille 
minimale de parahoriques attachée à D vérifie (para dec). 

□ 

Remarque: Si on retire la condition Va e A, £/(/«) c Qia) dans (para 0), on obtient une famille minimale plus 
petite que !P. Il s'agit de Pq, avec Poia) = { Nia), G(a) ). On peut étudier rapidement cette famille de sous-groupes de 
G. ^ 

Soit a e A, et / la direction de la façade de a. Pour tout a e (p"if), on a U„ia) = Ua, et pour a e <p\ (pif), 
UJa) = {e]. Donc Gia) = Gicf>if,a) = ( [uja) \ a e 4>if] ). Sachant que Poia) c Pif = Uif x M/,f\ le groupe 

( Nia), Gi(p'"if), a) ) = ( Nia), [Uaia) | a e 4>"'if)] ), qui est inclus dans M^i f, normalise UifnPoia), et on prouve : 

Poia) = [uif n Poia)) X. ( Nia), G [nf), a) ) 
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Comme Nia) normaUse à la fois U(f) n Poia) et G {(!>"'{/), a), 



on a aussi les décompositions : 



Poia) = {u(f)nPo(a))x{Nia) .G{r(Aa)) 
= Nia) . [Uif) n Poia)) . G [nA «) 



Le groupe Uif) n Pia) est le sous-groupe distingué de P(a) engendré par Gi(/>"if)), et plus précisément le plus 
petit sous-groupe de Pia) contenant Gi(f>"if)) et normalisé par G [(p^if), a). Il peut être strictement inclus dans U if). 



3.2.3 La condition (fonc) 

Si a est un sonmiet spécial, alors Nia), et donc Qia) pour n'importe quelle famille Q de parahoriques, contient 
un système de représentants pour W(A). Donc N.Qid) - T. Qia), ceci est un bon point de départ pour prouver par 
exemple (para in j), (para 2.2), ou (para 2.2^). On est donc souvent capable de prouver ces conditions pour des sommets 
spéciaux. 

Pour passer à un point a plus général, l'idée retenue ici est de plonger l'appartement A pour la donnée radicielle 
valuée D dans un appartement A^ pour une donnée radicielle qui soit identique à A comme ensemble, mais muni 
de plus de murs, de sorte que a soit spécial dans A^. Il s'agit donc de trouver une donnée radicielle valuée, sur le même 
système de racines que D, mais dont le groupe d'arrivée de la valuation soit plus grand que A. Dans le cas d'un groupe 
de Kac-Moody déployé, ceci revient juste à considérer une extension (ramifiée) du corps de base. 

Ceci est axiomatisé par la condition "(fonc)" : 

Définition 3.2.6. La donnée radicielle valuée D = iG, iUa, Va)ae(p) vérifie la condition (fonc) si pour tout sous-groupe 
A Je R, il existe une donnée radicielle valuée notée ® ^ = (G^, A, (f/^, (p^)ae,p) telle que, avec les notations évidentes : 

1. GcG^etT c 

2. Pour tout a e (f), Ua - n G. 

3. Pour tout a € (p, (fia — <fi^\u„- 

4. Pour tout a € (p, (p^iUa) est stable par addition avec A. 

Lorsqu'une donnée radicielle D — iG, iUa, (Pa)a) vérifie (fonc), on notera pour tout sous-groupe A Je R, I^, G^, 
U^, N^, T^, = iP^ia))a€A, ■■■ tous les objets obtenus grâce à la donnée radicielle valuée î)^. 

On notera A^ l 'appartement pour I^, muni de ses murs, facettes et son action de N^, défini à partir de l'espace 
affine A et du point de base o (c 'est-à-dire les mêmes que pour A). 

Proposition 3.2.7. Un groupe de Kac-Moody G déployé sur un corps local K vérifie toujours la condition (fonc). 

Démonstration: Lorsque G est un groupe de Kac-Moody déployé sur un corps K, il s'agit en fait de la valeur en K 
d'un foncteur g des K-algèbres vers les groupes munis d'une donnée radicielle de système de racine fixé, et pour toute 
K-algèbre K', les sous-groupes radiciels de giW) sont isomorphes à (K', -i-). Étant donné A, il sufiit donc de choisir 
une extension de K ramifiée de sorte que tD-(K'^) = A, puis de prendre G^ - giK^). Le lemme 8.4.4 de [Ré02] 
prouve que G^ est muni d'une donnée radicielle vérifiant le point 2 ci-dessus, les points 1 et 3 sont clairs. □ 

Remarque: Lorsque G n'est que presque déployé, il s'agit encore d'un foncteur des K-algèbres vers les groupes 
munis d'une donnée radicielle, mais le système de racine varie, et les groupes radiciels ne sont plus isomorphes au 




tout p e Poiii) fixe une partie de A de la forme UwEno + /. avec Qq une partie de À telle que prj^Qo) = Cï. 
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groupe additif du corps. 



Proposition 3.2.8. Soit D une donnée radicielle valuée vérifiant (Jonc), soit A un sous-groupe de R. Alors : 

1. T ^T'^nCetN = N^nG. 

2. L'action de N sur A est la restriction de l'action de N^, c'est-à-dire v = En particulier, pour toute facette 
fdeX,Gr)N\f)=N(f). 

3. Pour tout / € P\f) nG = Pif), puis U{f) = U\f) n G, M{f) = M\f)n G, et N^.P^f) n G = N.Pif). 

4. L'immeuble I - I(D) s'injecte dans = liD^), les appartements de ces deux immeubles sont isomorphes. 

5. Pour tout a e Asph, P(a) = P^(a) n G. 

6. V — v^liv- En particulier, pour tout a € A, N(a) — N^(a) n G. 

7. Lorsque A = R, tout point de A est un sommet spécial dans I^. 

Démonstration: 

1. On rappelle que par définition T = Hoe^ NaiUa), où NaiUa) est le normalisateur de Ua- Soit ^ e G n T^, alors 
pour tout a € 0, gUag~^ cG nU^ - Ua- Donc gel. 

Étudions A^'^ fi G. Le groupe est engendré par et par un n(u), pour mu € pour chaque a e 0. On peut 
choisir u € Ua, il vient alors A^'^ = N.T''. Pour conclure, N^nG = N.T^ n G = N.ÇT^ n G) = N.T = N. 

2. L'action de A^'^ sur Â se fait via = N^/T'', et celle de NviaW = N/T. Mais A^^ = N.T^ etT^nN = T, 
donc = N/T = W. 

3. Soit /une facette de/ et ^ e P^(/)n G. Soit (? une chambre de/* rii^, on notera f/+ = U{â)et(f>^ =<;*((?). On 
rappelle la décomposition de Bruhat fine : 

G = \_\u^.n.[u-' nn-^U-n) . 

neN 

Soit g = uinu2 l'unique écriture de g selon cette décomposition. 
La même décomposition pour P^{f) donne : 

P^if)= y U^\n.{u^^ nn-'u'^-n) . 

neNHf) 

Soit g = M^n^Mj la décomposition correspondante de g. Si n n^, les cellules U^^.n^. (u^^ n n^'^U^^n^^ c 
jj&+^A^A+ {y+ Pi fj-^U-n) C U^^nU"^ sont disjointes. Donc n ^ n^ e N n N^{f) = A^(/. Ensuite, 
l'unicité de l'écriture dans la cellule U^^.n. (u^'^ n n^^U'^^n) entraine ui - u^ & U{é) et M2 = «2 ^ Ceci 
prouve que g € U'-N(f)U'- c P(/). 

Ensuite, l'unicité de l'écriture dans la décomposition de Lévi P^if) = U^{f) » M^(f), et les inclusions 
Uif) c U^if) et M(/) c M^if) entraînent les deux égahtés t/(/) = U^if) n G, M(/) = M*(/) n G. 

Soit enfin g € G n N^.P^(f). Comme A^ et A^* induisent le même groupe de transformations sur A (c'est juste 
le groupe de Weyl associé au système de racines <p), il existe n e A' tel que ng e P^(f). Alors ng e P^(f) n G = 

4. Par construction, J = G x A/~ où ~ est la relation d'équivalence (g, a)~(h, b) <^ 3n e Ntqb = naeig bn e 
P(f), où / est la facette contenant a. Pour I et I^, les deux appartements de référence sont les mêmes, et le 
point précédent permet facilement de vérifier que I s'injecte dans I^. 
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5. Soit/unefacettesphérique,a 6Ay.et/7 € P^(a)nG. Alors/7 € U\f)xM\a)r\G = {U\f)r^G)x{M\a)r\G) 

grâce au point 2 et à l'unicité dans la décomposition de Lévi de P^(f). Le groupe M^(a) n G est le fixateur 
dans G du point a de l'immeuble de Bruiiat-Tits de la donnée radicielle {M^(f), iU^)^^^„,^^jiÇ). D'après [BT72] 

proposition 9.1.17, il s'agit de M{a). D'autre part, il a déjà été vu que U^(f) n G = U(f). 

6. Comme le point de base o est le même dans A et A^, les action v et coïncident sur Ng. Il reste à étudier 
l'action de T. Rappelons que pour t e T, v(f) est par définition la translation de Y de vecteur v, tel que 
a(v,) = (paiu) - (fiaitur^) pour tout a € ^ et u € Ua \ {e}. L'égalité de vit) et de v^it) est alors conséquence du 
troisième point de la définition de la condition (fonc). 

7. Clair. 

□ 



Lorsqu'une donnée radicielle valuée £) vérifie (fonc), il sera utile, étant donnée une famille de parahoriques Q pour 
D de savoir si Q se comporte bien vis-à-vis des extensions données par (fonc). Ceci justifie d'introduire encore 
une définition : 

Déftnitions 3.2.9. Soit Q une famille de parahoriques pour une donnée radicielle valuée D. 

— Pour toute partie Q de A, on dira que Q vérifie la condition (fonc)( D.) si D vérifie (fi?nc ) et si pour tout A < R ï7 
existe une famille de parahoriques pour telle que Va e O, Q\a) nG = Q(a). 

- On dira que Q vérifie un ensemble de conditions (para xi, Xk) "fonctoriellement" si D vérifie (fonc) et si pour 
toutgroupeA < R, il existe une famille de parahoriques pour D^, contenantQ, et vérifiant (para xi,...,Xk). 

- On dira que Q vérifie (fonc)(Q.) et un ensemble de conditions (para x\, ...,Xk) "fonctoriellement" si D vérifie 
(fonc) et si pour tout groupe A < R, il existe une famille de parahoriques pour D^, vérifiant (para xi,..., Xk), 
et telle que Va e Q, Q\a) DG ^ Q(a). 

— Les notations (fonc) et (fonc)(sph) désigneront respectivement (fonc)(A) et (fonc)(Asph)- 

Nous avons vu par exemple que dès que D vérifie (fonc), alors la famille minimale de parahoriques associée vérifie 
(fonc)(sph). De plus, toutes les propriétés que nous prouverons être vérifiées par la famille minimale de parahoriques 
P le seront en fait fonctoriellement. En particulier : 

Proposition 3.2.10. Si D est la donnée radicielle valuée attachée à un groupe de Kac-Moody G, alors la famille 
minimale de parahoriques P vérifie (para dec) fonctoriellement. 

3.2.4 Relations directes entre les conditions (para x) 

Nous étudions les relations les plus directes entre les différentes conditions introduites en 3.2.1 et 3.2.3. La phi- 
losophie est la suivante : les conditions (para 5) et (para 6) sont équivalentes aux propriétés d'incidence classiques 
attendues d'un immeuble. Elles ne sont pas vérifiées en général pour une donnée radicielle sur un système de racine 
infini, on tâchera cependant de déterminer des parties Q. pour lesquelles elles sont vraies (dans [GROS] par exemple, 
on détermine des "parties avec un bon fixateur" qui en particulier vérifient (para 5) et (para 6)). 

Nous nous appuirons plutôt pour construire la masure sur les conditions (para in j), (para sph) et les variantes 
de (para 2.1). Celles-ci ont déjà une interprétation géométrique, et ceci permettra de les descendre d'un groupe de 
Kac-Moody déployé à un groupe presque déployé. 

Les conditions (para dec) et (fonc) sont plutôt des intermédiaires techniques, vérifiés par les groupes de Kac- 
Moody déployés et qui entraînent les conditions précédentes. On ne s'en préoccupera a priori plus lors de l'étude d'un 
groupe presque déployé. 
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On étudiera les relations un peu moins directes entre ces conditions après avoir défini la masure Q), car cer- 
taines implications sont plus facilement prouvées grâce à cet outil géométrique. 

Proposition 3.2.11. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para dec) fonctoriellement. Alors pour tout point a 

et toute facette sphérique f de f* n A, Q{a) n P{f) = Q{a) H P{prj{a)). 
En particulier, Q vérifie fonctoriellement (para sph) et (para 2.1)(sph). 

Démonstration: Comme / est sphérique, on a la décomposition de Bruhat de M^(f), d'où : 

= U(f) X (G(r(A a).Nf. G(r (/), «)) 
= G(r(A a) . U(f) . Nf . G{f\f), a) 
c P(( a, f)j . U(f) . . Pi{ a, f\) 

Soit g e Qia) n PC/), nous pouvons donc supposer g e Q(a) n ({/(/) x Nj?). 

Dans un premier temps, supposons que a est un sommet spécial. Alors quitte à multiplier par un élément de 

N(a + f), on peut supposer g E Q(a) n (U(f) » T). Soit u e U(f),t E T tels que g - u.t. Par ailleurs, soit d 
une chambre de /* n A, et soient u^ G UiC) n Qia), u^ G U{-C) n Q{a) et n € Na tels que g = u^u^n. Alors 
g - u^nn^^u^n = ut, et par l'unicité modulo T du facteur dans A'^ dans la décomposition de Birkhofl' pour les chambres 
C et -n 'C, on obtient que n.T - T, donc g est dans la double classe U^TU^. Enfin, par unicité d'écriture dans cette 
double classe, on obtient u^ = u e Uif) n Qia), n - t €T n Nia) et n'^u'n = e d'ovi m~ = e. L'élément t g Nia) n T 
fixe a, sa façade et son adhérence, et m g Uif)r\ Qia) fixe a et A^^en entier. Donc g g Qia) n Pipr^a)). 

Lorsque a n'est pas un sommet spécial de A, il l'est dans un certain A^ grâce à (fonc). Le paragraphe précédent 
entraine alors que Qia) n Pif) c Qia) n P\pr^a)). Mais G n P^iprj{a)) = Pipr^ia)) d'après 3.2.8. □ 

Proposition 3.2.12. Toute famille Q de parahoriques vérifiant fonctoriellement (para sph) et (para 2.1 )( m) pour toute 
cloison rhde A vérifie (para in j). 

Démonstration: 

Soit aGAetgGA^n Qia). Soit A tel que a est un sonmiet spécial dans A^, soient = iG^, iU^)), N^, T^... les 
groupes donnés par la condition (fonc). 

Il existe n e A^'^(fl) tel que e T^Ctn.Qia) c T'^ng'^(a). Pour toute cloison »1 de ^* n/, vérifie (para2.1)(/^) 
d'oti ng e n Q'^iprgiia)). Comme m est sphérique, par (para sph) on obtient ng e r\ P^ipr^ia)) ce qui vaut 

n U^im) X iM^if) n P\praia)) par la proposition 3.2.3. Comme T'^ c M^(w) on obtient ng&T'^f\ M^ipr^ia)) 
et par [BT72], ceci est le fixateur dans M^ifh) de A^, donc l'ensemble des t €.T^ induisant une translation de vecteur 
Vt G Vect^(OT). 

Ceci étant pour chaque cloison m de f* n A, et comme l'intersection de A^ et des murs contenant ces cloisons est 
triviale (car Ajf est essentiel), on voit que ng induit une translation triviale sur A^, autrement dit, ng d N^iA'^) 
d'oùg € N^ia) n G. Or ceci vaut Nia) par 3.2.8. □ 

Remarque: L'hypothèse la plus précise pour cette proposition est en fait "â vérifie fonctoriellement (para sph) et 
(para 2.1)(/) pour / dans une famille f de facettes sphériques de A telle que H/^jr Vect(/) - {0). Par exemple la 
famille T des cloisons bordant une chambre donnée convient. En général, nous appliquerons ce résultat à des familles 
vérifiant (para 2.1)(sph), ce qui entraine bien (para 2.1)(7^) pour toute cloison râ. 
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En assemblant les deux propositions précédentes, on trouve : 

Corollaire 3.2.13. Toute famille vérifiant fonctoriellement (para dec) vérifie fonctoriellement (para inj), (para sph) 
et(para2.1)(sph). 

C'est en particulier le cas, lorsque D est la donnée radicielle valuée issue d'un groupe de Kac-Moody G déployé, 
pour la famille minimale de parahoriques f. 

3.3 Définition de la masure bordée 
3.3.1 La relation d'équivalence 

Soit Q = iQia))a€A une famille de sous groupes de G vérifiant (para 0.2). 

Définition 3.3.1. Soit ~q la relation sur GxA définie par : 

(gy a) ~Q {h, b) ^ 3n& N{T) tqb = na et g'^hn e Q{a) 

Proposition 3.3.2. La relation ~q est une relation d'équivalence si et seulement si Q vérifie (para 0.4). 

Démonstration: 
Déjà, ~Q est toujours réflexive. 

Supposons que Q vérifie (para 0.4). 
Commençons par montrer que ~q est symétrique. Soient (g, a) et (h, b) tels que (g, a) ~q (h, b). Soit n e A'^(T') tel que 
b = na etg'^hn e Q(a). Alors a - rr'^b et h^^grT^ — n(g^^ hny^ n^^ e nQia)rr^ = Q(b). 

Pour la transitivité, soient (g, a), (h, b) et {k, c) tels que {g, a) ~q (h, b) ~q (k, c). Soit n e NiT) tel que b = na et 

g'^hn € Q{a), et soit m e N{T) tel que c = mb et iT^km e Q{b). 

Alors c = mna etg'^kmn = {g'^hn)n~^{h~^km)n e Q{a).n~^Q{b)n = Q{a). 

Réciproquement, supposons ~q une relation d'équivalence. Soit n e N{T) et a G A(T). soit q e Q(na), alors 
(l,na) ~Q (g'~'n, a). D'oti par symétrie, (^"^n, fl) ~q (1, na), donc il existe n' e A^(r) tel que na = n'atirT^qn' E Q{a). 
Alors n'^n' e ¥\xj^(j)(a) c Qia) par (para 0.2). D'où n 'çn e Qia). Nous avons montré que n^^Qina)n c Q(a). L'in- 
clusion inverse s'obtient en appHquant ce résultat à n"'. □ 



3.3.2 Définition 

On fixe un tore maximal Tq, et une famille de parahoriques Q sur A{Tq). On va construire l'objet innmobilier I{Q) 
en se basant sur l'appartement A{Tq), la construction sera bien sûr indépendante du choix de Tq. 

Définition 3.3.3. Soit I(Q) - G x A{To)l ~q. C'est la masure bordée associée à (D, Q). Lorsque le contexte sera 
clair, on notera juste g. a pour la classe de (g, a) dans I(Q). Sinon on la notera [g, a]Q. 
On définit une action de G sur I par g'. [g, a] = [g' g, a]. 

Soit lto,q '■ -, . C'est l'injection canonique de A{T^)) dans I{Q). Son image est l'appartement 

a \ — ^ [ 1 , aj|2 

de 1(0) associé à Tq. Les images de ce dernier par les éléments de G sont les appartements de I{Q). 

Proposition 3.3.4. La fonction ij-^ g est N(TQ)-équivariante. Elle est de plus injective si et seulement si Q vérifie 
(para in j). 
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Démonstration: 
La A^(ro)-équivariance découle de la définition de ~q. 



Si Q vérifie (para inj), soient a,b e A(Tq) tels que (l,a) ~q {\,b). Alors il existe n G N{Tq) tel que b = na et 
n e Q{a). Donc n e Q{a) n A^(ro) = Fix;v{ro)(«)> donc a = b. 

Réciproquement, supposons iq injective. L'inclusion Fix;v(7'o)(^) '- ô(^) ^ ^(^o) est vraie par (para 0.2). Pour 
l'autre inclusion, soit q e Q{à) fi N{To). Alors qa e A{To) et (l,a) ~g il,qà) d'où par injectivité de cq, a = qaet 
q e Fix(a). □ 

On suppose désormais que Q vérifie (para in j), et on identifie A{To) à ir„,g(A(7'o)). 

Proposition 3.3.5. Le stabilisateur de A{To) dans G est NiTo). 

Démonstration: L'inclusion A'(7'o) c StabG(A(ro)) est vraie par la définition de ~q (ou par la A'^(ro)-équivariance 
de l'inclusion de A(T()) dans J). 

Réciproquement, soit g e G tel que g.AiTo) - A{To). Soit / e T^iAiTo)), soit a e A^. Alors g.a e A(T) et par la 

définition de ~q, il existe n € A'^(7'o) tel que g.a = n.a. Donc g e n.P{a) c N{TQ).P{f). Ceci étant valable pour toute 
facette /€ T{Â{m, on obtient g g H/.rcA^oM^^-'^^"^ = N{Tç>).P{Â{Tç>y) = N{Tç>).Tç> = N{Tç>) (2.L4pourla 
prennière égaUté). □ 

Les deux propositions précédentes permettent de définir la structure des appartements de J(â) : 

Définition 3.3.6. La structure d' appartement sur A{Tq) ( i.e. les murs et la structure affine sur chaque façade) est celle 
qui fait de lt„,q un isomorphisme d'appartements. Pour tout autre appartement g. A(Tq), la structure d'appartement 
sur g.A(To) est celle qui fait de ^U,, un isomorphisme d'appartements dont la partie vectorielle est l'application 

V{To) ^ g.ViT,) (^^i,i^ji^ae2.Ll). 
Si A = gA{To) est un appartement, l'addition d'un point de A et d'un vecteur de g.^iTo) sera notée +a- 

Par exemple, si A est un appartement, a un point de A, v un vecteur de ^{T), st g € G, iilors g{a +a ^ = 
g{a) +gA g{v). Si n G N{T), alors n{a +a v) = n{a) +a v{ri).v. 

Proposition 3.3.7. Soit T un tore maximal de G. Soit g e G tel que T — gTog^^. Pour tout a e (piTo), on pose 
g.ipa : i_> ^ (g~^ug) ' S-Va(e) - Alors la famille (g(pa)aetfi est une valuation de la donnée ra- 

dicielle (G, (Ua)aeg.<p), et l'appartement abstrait A{T) qu'elle définit est isomorphe de manière N{T)-équivariante à 
l'appartement de g.A{TQ) de I. 

Remarque: Le système de racine g.^ et la dormée radicielle (G, {U,^a^g.^ ne dépendent pas du choix de ^ g G tel 
que T = gTg~^, contrairement à la valuation g(p. 



Démonstration: Il est innmédiat que g.ip est une valuation. Pour celle-ci, on a pour tout ae(f>etk€AU [oo], 
g-Ua,kg '^ - Uga,k- En conséqueuce, si o e A(T) (resp. oq e AiTo)) est le point de base pour gif (resp. ip), alors le 
groupe N(T)o = ^ |n(M) | u G Ua, a e g(p, et gtPg-iaM = O} ^ qui sert à définir l'action de N(T) sur A(r) dans 3.1.5 est 
égal à g.N(To)og'^ , et fixe le point g.oo. 

Alors l'application ^ ^ ^ ^ g o + ^ ^^^^^ isomorphisme Af(r)-équivariant. En effet, elle est clairement 
A'^(r)o-équivariante, et concernant l'action de T, on vérifie directement avec la proposition 3.L9 que pour tout t €T, 

= gi^g-Hg)- □ 
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Grâce à cette proposition, on identifie désormais pour tout g € G l'appartement g.A(To) de I{Q) avec l'apparte- 
ment abstrait A(gTog~^). 

Voici quelques propriétés immédiates de I : 
Proposition 3.3.8. 

1. Le fixateur d'un point x 6 A(ro) est Q(x). Plus généralement, pour un appartement B = g.A(To) = A{gTog~^), 
le fixateur d'un point x & B est gQig^^ x)g'^^ . 

2. Soit T un tore maximal, a e A{T), g eG. Si g.a e A(T), alors il existe n g N(T) tel que g.a = n.a. 

3. Pour tout x€ I, le groupe Fixoix) est transitif sur les appartements contenant x. 

Démonstration: 

1. Si (g, x) ~Q X, alors il existe n € A^CT^o) tel que nx = x et g 'n e Qix). Alors n e Fix;v(ro)(-'^) Qi^^ (para 
0.2), et donc g e Q(x). La réciproque est claire, le cas général aussi. 

2. Dans A(To), c'est la définition de ~q. Le cas plus général s'y ramène car hN{TQ)h^^ = NihToh^^). 

3. Soient A et g.A deux appartements contenant x. On peut supposer A = A{To). Alors g~^x € A(To), et par le point 
précédent, il existe n e NiTo) tel que g'^x = nx. Alors gn € Fixoix), et g.AiTo) = gnAÇTo). 

□ 



On prolonge naturellement la définition des sous-groupes parahoriques, de manière cohérente avec les notations 
Qix), Qi^) déjà introduites : 

Définition 3.3.9. Pour tout x € I, on note Q{x) = FixG(x). Pour toute partie Q de I, on note = FixG(O). 

Remarques: 

- Si A est un appartement, si a e A et v e A, alors le point a +a v e A est bien défini par la formule a +a v = 
gig'^ia) +A(7-o) où ^ e G est tel que gAiJii) = A. Mais ceci dépend a priori de l'appartement A contenant 
a et tel que v e A considéré. On ne peut donc pas noter ce point a + v. En terme de condition sur la famille Q,, 
le point a -H V est bien défini si N.Qig'^a) n N.Pig'^v) c N.(Qi{g~^a,g'\a + i^}) n Pig~^^^) (où l'addition est 
faite dans A(To)). Ceci est une conséquence de (para 2.2"^), voir la section 3.9. 

- Il en va de même pour les projections : si a e A et / e ;F(A), on peut noter pr^ j{^a) la projection de a sur la 
façade A^ dans l'appartement A. Le projeté pr^a) est bien défini si N.Q{a) n N.P(f) c N.Q({a, pr^a)}), en 
particulier si Q vérifie (para 2.2){f). Voir 3.7. 

- Pour l'enclos enfin, si Q est une partie d'un appartement A, on notera CU(fî) l'enclos de f2 dans A. Ceci sera 
indépendant de A si g vérifie (para 5)(i2) et (para 6)(i2). 

Enfin, on montre une caractérisation géométrique des sous-groupes radiciels valués U„^k- 

Proposition 3.3.10. Soit T un tore maximal, a e ^{T), u e {/„. Alors l'ensemble des points fixes de u dans A{T) est 

précisément D(a, ipaiu)). 

Démonstration: 

Notons k = <Paiu). Par (para 0.3) et comme pour tout a € A, Qia) = Fix(a), Ua^k fixe Dia, k). 

Supposons que M fixe un point X e 2)(-û;, -^) \ M(a, ^). Soient u',u" e Î7_„ tels que «(m) = m'mm". D'après 3.1.11, 
(p-aiu') = (fi-aiu") = -k donc u' et u" fixent x. Ainsi niu) e Qix). Or «(m) induit la réflexion selon le mur M(ûr, k) qui 
ne contient pas x. Donc niu) e iQix) C\N)\ Nix), ceci contredit (para in j). □ 
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Corollaire 3.3.11. Pour a e ^{T) et x € A{T), Uaix) = {u € Ua \ u fixe x}. 
Corollaire 3.3.12. Soit a e (f>(T), x e A(T), et g e G. Alors gUa(x)g-^ = Uga(g.x). 

Proposition 3.3.13. Soient Q et R deux familles de parahoriqiies avec Q c R. Alors il existe une projection naturelle 
G équivariante 4> '■ I{Q) I{R), Yg, ajg i-> [g, a\R- En particulier, la masure bordée I(P) correspondant à la famille 
minimale de parahoriques se projette sur toutes les autres masures bordées de G. 

Démonstration: Si {g, a) ~q (h, b), alors il existe n € N tel que b = nast g'^hn e Qia). Comme Qia) c R{a), ceci 
entraine (g, a) ~x (h, b). Donc est bien définie. Le reste est évident. □ 



3.3.3 Façades d'immeuble 

Rappelons que, par définition, les façades d'appartements dans I sont toutes les parties de la forme g.Ç^of), avec 
g€Getf€nÂo). 

Lemme 3.3.14. Soient f = {hAQ)y^pet e = (gAo)g^ deux façades d'appartements. «Sï f n e ^ 0, alors hf = gê. 

Preuve du lemme: On peut supposer h - e. Soit a e A^y n (gAo)^^. Alors g~^a e Aog donc il existe « E tel que 
gn e Qia). En particulier, gn e P(f) donc g~^f = nf, et d'autre part g'^a = na d'où n.f = ê. Au final, g~^f = ê. □ 

En conséquence de ceci, la direction d'une façade d'appartement dans I est bien définie : 
Définition 3.3.15. Soit f = g.iA^^) une façade d'appartement, alors la facette vectorielle g.f est appelée la direction 

de f. La réunion de toutes les façades d'appartement dirigées par une facette vectorielle f est appelée la façade de I 
de direction f. On la note I j>. 

Proposition 3.3.16. Les façades de I forment une partition de I. De plus, l'application f i-> I pest une bijection 
G-équivariante entre les facettes de I et les façades de I. En conséquence, le stabilisateur dans G de la façade I j>est 
P(f\ 

Démonstration: Le lemme prouve que deux façades sont disjointes ou égales. De plus, Aq est la réunion de ses 
façades, donc I = CAq est la réunion de ses façades d'appartement, et donc de ses façades d'immeuble. 

L'application / i-> J^^est clairement surjective et G-équivariante. Si Ij? = Ig, soit f une façade d'appartement de 

direction / et a e f . Par hypothèse, il existe g de direction ^ contenant a. Le lennme entraine alors f = ^. □ 



Proposition 3.3.17. Si f est une facette sphérique de I, et si Q vérifie (para sph), la façade I ^ est l'immeuble de 

Bruhat-Tits du groupe M^^if), pour tout appartement A contenant f. 

Pour une facette f générale, la façade fermée If'-— U^gyî -^g masure bordée pour la donnée radicielle 

valuée {M(f), (Ua, 'Pa),^,^^,,,^^^} avec la famille de parahoriques Q restreinte à Aj>. 

Démonstration: Soit / une facette de I. Soit g = une façade d'appartement de direction /. 11 existe p 6 P{f) 

tel que B = p. A et donc g - pAp. Ainsi, Ip - P{f).Aj>. Mais conrnie V{f) fixe Ay, on a I - M^(f).Ap. 

Supposons / sphérique. Alors A ^ est un appartement pour la donnée radicielle valuée finie D^^Le fait que pour 

tout a €Aj?, M^(f) n P(a) soit le sous-groupe parahorique pour D^^au point a permet de vérifier innmédiatement que 
Ijrest l'immeuble de Bruhat-Tits de D^p. 

Dans le cas général, Ay - {Jg^finÂ^ê ™ appartement pour S)^ jf- De plus - M^{f).Ap et on vérifie 

directement sur la définition que ceci est la masure de y pour la famille de parahoriques (M^if) n 2(«))asj:- ° 
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3.4 Décomposition d'Iwasawa 

On prouve ici la décomposition d'Iwasawa G = P{d) . N{T) . G{F), valable pour toute chambre C de A{T) et pour 
toute facette F c A. Rappelons que selon nos notations, le groupe G(F) est défini par GiF) = ( {Ua(F) \ a e ), 
avec UaiF) :- {u € Ua \ F c D(a,^c)o,(M))}. Pour toute famille de parahoriqueâ, on a G(F) c donc la décomposition 
d'Iwasawa implique G = Pif) . NÇT) . Q{F), pour toute facette /de Â{T) et F de A{T). 



3.4.1 La décomposition 

Lemme 3.4.1. Soit Ô une chambre de Â{T), soit a € (piT) qui s'annule sur une cloison fh de (?. Autrement dit, a est 
une racine simple de <f>(d). Alors : 

Uiê) = U{m) X Ua 
Remarque: On rappelle que pour une chambre C, U (C) = Gi(p(C)). 

Preuve du lemme: 

Le groupe {/„ fixe la cloison fh donc normalise U(m). Soit u e Ua r\ U(m), alors u fixe les deux chambres de A qui 
bordent rA,etue Ua, ceci entraine u = e. Ainsi le groupe engendré par Ua et U(m) est bien un produit semi-direct. 
Il est inclus dans U(C) car Ua tout comme U(m) le sont {U{rfi) = U(C) n U(r,fj.C) si r^ est la réflexion dans A par 
rapport à rPi). Enfin, pour toute racine yS e 0(C), on a soit p = a, soit yS e 0"(wl), et dans les deux cas Up c U (wl) x Ua- 
D'où le résultat. □ 



Proposition 3.4.2. (Décomposition d'Iwasawa) Soit (? une chambre de A{T) et F une facette de A{T). Alors : 

G = U{é) . N{T) . GiF) . 

Démonstration: 

La preuve est classique. Il suffit de prouver que l'ensemble Z :- U(C!) . N(T) . G(F) est stable par multiplication à 
gauche par n'importe quel élément de G. Or G est engendré par T, par les Ua avec a e <p(d) et par les U^ avec yS une 
racine simple de (t>{-C). Déjà, Z est clairement stable par multiplication à gauche par T et les Ua- Soit donc jS = -a 
une racine simple de <pi-C), montrons que Z est stable par multiplication à gauche par Up. 

Par le lemme précédent, U(C) - Uifh) » Ua, avec in la cloison de C qui est incluse dans le noyau de p. Le groupe 
Uim) est normalisé par Up, et Up.Z c U {m).U p.U a-N(T).G{F). L'ensemble [a,p} = {a, -a} est un système de racine 
fini, donc par [BT72], Up.Ua c ( Up, Ua,T) ^ Ua.T{e, r„)f/„ = Ua-T U UaU-aTra c UaU-aN, où r„ = n(u) est la 
réflexion générée par un élément quelconque u de Ua- 
Ainsi, Ufi.Z c U(m) . Ua . U.a ■ N(T) . G(F) = U(ê) . U.a ■ N(T) . G(F). 

Étudions maintenant le produit U-a-N(T).G(F). Pour tout n e NÇT), U-a.n = nn'^U-an = nU^„-i a- Dans la 
donnée radicieUe de type finie ({ U_„-i„, Un-i,a,T ) ,iiU_„-ia,V-n-i.a'(Un-'.a,'fn-'.a))), en utilisant la décomposition 
d'Iwasawa ou de Bruhat selon que n 'a(i^) est fini ou non, il vient f/_„-i „ c Un-ia-N(T).G(F).D'où U-a.NiT).G(F) c 
Ua.N{T).G{F). 

On a alors obtenu : Up.Z c U{m).Ua ■ N(T) . G(F) c . NiT) . GiF). a 



Corollaire 3.4.3. Pour toutes facettes f c A{T) et F c A{T), pour toute famille Q de parahoriques surA{T), on a 

G = P{f).N{T).Q{F) 
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Corollaire 3.4.4. Soit F une facette de I et f une facette de I . Pour tout appartement A contenant F , il existe e Q{P) 
tel que f C q.A. En particulier, il existe un appartement contenant F dont l'appartement directeur contient f. 

Démonstration: Soit ^ € G tel que / C g.A. Soit T le tore maximal tel que A — A(T). Par le corollaire précédent, 
g e Q(F)N(T)P(g^^f). Soit g = qnp une écriture de g correspondante. Alors f c q.Â. □ 



3.4.2 Unicité 

Lorsque Q vérifie (para dec) pour une facette F, on prouve un résultat d'unicité pour le facteur dans A'^ pour toute 
décomposition d'Iwasawa faisant intervenir F. 

Proposition 3.4.5. Soient C une chambre de A et F une facette de A, F' <Z A un élément du filtre F. Soient n,n' e N 

tels que U(C).n.G{F') n U{â).n' .G{F') + 0. On suppose de plus que f c nC ou f <z n'Ô, ou f est la direction de la 
façade de F. 

Pour tout a E F', si Q vérifie (para dec)(a), alors n~^n' e N{a). Autrement dit, le facteur dans N dans la 
décomposition de Lévi est unique modulo N(a). 

En particulier, si Q vérifie (para dec)(a) pour tout a e F', alors n~^n' € N{F). 

Démonstration: 

Soitfl e F'telque2vérifie(para<iec)(fl).0nan' e f/(d).n.g(F') , d'où n^'n' E Uin-^Ô) . Q(F') c U(n-^C:) . Q(a) = 
Uin'^â) . iUi-n-^é)nQia)) . A^(a) par (para dec)(a). Donc il existe «a e Nia) tel que n'^n'na e U{n'^é) . Ui-n'^é). 
Par unicité du facteur de A'^ dans la décomposition de Birkhofl' vectorielle, on obtient n'^n'na = e. □ 

En fait, l'unicité modulo N{a) d'un facteur n e N dans la décomposition d'Iwasawa G - U(d).N.Q(a), avec 

/ c nC, équivaut à l'égalité : n U(n^^C).Q{a) - N{a). Nous avons juste vérifié que cette dernière est conséquence 
de (para dec)(a). Nous verrons plus loin (3.7.6) qu'elle est également vraie lorsque Q est une bonne famille de para- 
horiques. 

Corollaire 3.4.6. Soit a e A. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para dec)(a) fonctoriellement. Alors pour 
tout sous-groupe A Je R, G n N\fa).Q\a) = N{fa).{G n Q\a)). 

Et donc si Q vérifie en outre (fonc)(a), alors G n N^.Q^{a) = N.Q{a). 

Démonstration: Soit g = u.n.p une écriture de g dans la décomposition d'Iwasawa G = U{d) . N . Q{a), pour 
ë une chambre de f* n Â. Comme P{a) c P^{a), N c AT^, et U{ë) c U^{â), c'est aussi une écriture de g dans 
G^ = U\d) . . Q\a). 

Par ailleurs, soit g = n^.q^ une écriture venant de l'hypothèse g g N^(fa)-Q.^(a). Par la proposition précédente, 
n.N^{a) = n^.N^ia). Donc g € n.Q^(a), puis g e n.(g^(a) n G), ce qui vaut n.Q(a) si (fonc)(a) est vrai. □ 

Remarque: Le même raisonnement permettra la même conclusion lorsqu'on étudiera un groupe presque déployé 
par descente galoisienne. 



3.5 Décomposition de Bruhat/Birkhoff 

Proposition 3.5.1. Soient F\ et F 2 deux facettes d'un appartement A(T). On suppose qu'au moins une des deux est 
sphérique. Alors G = U{f{)G{F{)N{T)G{F2)U{f2), où f\, respectivement /i, est la direction de la façade de F\, 
respectivement F2. 

Remarque: En fait, l'hypothèse minimale sur les facettes Fi et F2 pour que la décomposition soit vraie, et prouvée 
par la preuve à suivre est : si /i et /2 sont les directions des façades de Fi et F2, alors pour tout w e W{A{T)), 
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r(/Tuw/l) est fini. 
Démonstration: 

On fixe g e G. Pour cette preuve, l'appartement par défaut est A{T), c'est-à-dire qu'on notera A'^ pour N{T), M{f) 
pour Ma (/)... . 

Par la décomposition d'iwasawa de G, g e P(fi) . N . G(F2) = U(fi).M{fi) . N . G{F2). Conmie î/(^) est 
normalisé par G(F2), on peut supposer qu'il existe n e tel que g e M(/i) . n. 

On utilise alors la décomposition d'Iwasawa dans M(/i), avec la facette affine Fi et la facette vectorielle pr^^ifi). 
Le sous-groupe parabolique de M(f\) fixant cette facette vectorielle est le groupe engendré par les Ua avec a e 
<P"'ifi) n 4>inf2) = (piâ), en notant Ô. = conv(/î - / + n/l). Donc M(/T) = (G(Fi) n M(/T)) . N(fi) . P(â). Notons 
que Q est équilibrée, car les deux facettes pr^^(f2) et /?r^(/2) sont sphériques, incluses dans Q, et de signes opposés. 
Donc Piâ) = Miâ) <x UiÛ) c M(Q) <x Uinfi). Ainsi, 

g e G(Fi) . N(fi) . M(â) . Uinf2).n = G(Fi) . N(f1) . M(â) . n.Uifi) 

On peut donc supposer qu'il existe ni e A^(/i) tel que : 

g e ni.M{Ô.).n 

Les facettes nFi et n^^Fi se projettent sur A^. Et par la décomposition de Bruhat dans le groupe muni d'une 
donnée radicielle valuée finie M(â), on a M(â) = Gicp^iÛ), pr^(nJ^Fi)) . N(â) . G{^"'{Ù), pr^inFi)). Enfin, sachant 
que pour toute partie F de An, G{(p"'{Ô), F) c G(^ F, Vect(£l) ^^), on arrive à 

M{Û) c GCn^^Fi) . N{Ù) . G(nF2) 

, puis : 

g e niGCn^^Fi) . N{Ù) . G(nF2)n = G(Fi) . niN{Ù)n . G(F2) c G(Fi) . AT . G(F2) 

□ 



Corollaire 3.5.2. Pour toute famille Q de parahoriques, pour toutes facettes Fi et F 2 d'un appartement A{T), si l'une 
des deux est sphérique, alors : 

G = Ô(Fi) . A^(r) . Ô(F2) 

Corollaire 3.5.3. Pour toute famille Q de parahoriques, pour toutes facettes F\ et F2 de I(Q), si l'une des deux est 
sphérique, alors il existe un appartement contenant F\ U F2. 

Démonstration: Soit A{T) un appartement contenant Fi, soit ^ e G tel que F2 c g.A{T). Par la décomposition 
de Bruhat/Birkhoff, G = g(Fi) . N{T) . Q{g~^F2). Soit g = qinq2 l'écriture correspondante de g. Alors Fi U F2 c 
qiAiT). □ 



3.6 Construction de familles vérifiant (para dec) 

Lemme 3.6.1. Soit d une chambre de Â, fh une cloison de d, et a € A tel que fa c fâ. Soit a € (f> la racine telle que 
a{d) > et a{fh) = 0. Pour toute famille Q de parahoriques vérifiant (para sph) et (para2.1)(fà) on a : 

Qia) n Uid) = (Qia) n Uinî)) x U„{a) . 
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Preuve du lemme: Soit g e Q(a) n U(C). On sait par le lemme 3.4.1 que U(C) - U{m) x U„, il existe donc une 
décomposition g = u.Ua avec u e f/(m) et Ua e Ua- Comme t/(C) c Pim), on a g g Q{à) n P(m) = Qi[a, pr^id)]) 
par (para 2.1)(/^). Le facteur u g fixe toute la façade A^, on en déduit que m„ e f/„ n P(pr^(a)), c'est-à-dire 
«a G Uaià)- En particulier, Ma fixe a, donc u aussi : m g U{râ) n ô(a). □ 



Proposition 3.6.2. Soit e un signe, soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.1)(m) pour toute 
cloison m de signe e. On suppose que la famille minimale P vérifie aussi (para2.l)(m) pour toute cloison m. Alors 
pour tout a€A^ et toute chambre Ô de f* n Â^, l'ensemble : 

Ria) = (ô(a) n Uid)) . [Pia) D . Nia) 

est un sous-groupe de Qia) contenant Pia). Il est en outre indépendant de la chambre C de f* r\ A^ choisie. 

Si on définit en outre Ria) = Qia) pour tout a € A\A^, on obtient une famille de parahoriques R incluse dans Q 
et vérifiant (para dec) pour les chambres de signe e. 

Démonstration: 

Supposons e - +. Soit a eAeté une chambre de Â'^, notons R^ia) = (ô(a) n . (P(fl) n f/(-C^)) . A^(fl). 

Commençons par montrer que R^ia) est indépendant de la chambre C de f* : il suffit de prouver que R^ia) = 
R^ gia) pour toute racine simple a de <piC) n (p'"ifa). Soit a une telle racine, et râa la cloison de Ô correspondante. 

D'après le lemme précédent, Qia) n f/((?) = n Uifâa)) . Uaia) et de même Pia) n Ui-d) = iPia) n Ui-fha)) x 
U-aia). De plus, Uaia) normalise Pia) n Ui-rha). Ainsi : 

RM = iQia) n UiÛa)) . Uaia) . iPia) n Ui-Û^)) . U.„ia) . Nia) 
= iQia) n Uifâa)) . iPia) n Ui-râa)) . Uaia).U-aia) . Nia) 

L'ensemble Uaia).U-aia) est inclus dans le groupe avec donnée radicielle valuée finie Mirua). Il est même inclus 
dans le fixateur FiXjvf(„i^)(/?r,^,„(fl)) du point pr,f,^ia) de 1^^^, l'immeuble de Bruhat-Tits de Mima). Or ce fixateur 
est égal à Uaia).U-aia).iNia) n M(w„)) = U-aia). Uaia)."iNia) n M(m„)) d'après [BT72]. Donc Uaia).U-aia) c 
U-aia). Uaia). Nia) et finalement : 

Rdia) = iQia) n UiMa)) . iPia) n Ui-Ma)) . U-aia). Uaia). Nia) 
= iQia) n UiMa)).U-aia) . iPia) n î/(-/^„)). . Nia) 

Or (pirad) = i(pié) \ {a]) U {-a} et similairement pour <pi-raâ), donc le lemme précédent indique que iQia) n 
Uiaa)).U-aia) = Qia) n f/(r„(?) et (P(a) n f/(-/^J).î/„(a) = Pia) n î/(r„(?). Nous avons bien prouvé que R^ia) = 
R^^gia). 

On peut maintenant noter Ria) au lieu de R^ia). Pour montrer qu'il s'agit d'un groupe, il suffit de montrer qu'il 
est stable par multiplication à gauche par Gia) et par Nia). Commençons par la stabilité par multiplication par Gia). 
Comme Gia) = Uifa). ( [Uaia) \ a e (p'"ifa)} ), il suffit de voir la stabilité sous la multiplication par Uifa) et par 

les Uaia), a g (jf^ifa). Pour tout a g (jf^ifa), il existe une chambre d c f* positive telle que a g (pid). Alors 
Uaia) C Qia) n f/((?) d'oti U„(a).R(a) C Ria). Passons à Uifa) : pour n'importe quelle chambre Ô de f*, on a 
Uifa) c Qia) n Uid), d'où Uifa).Ria) c Ria). 

Pour finir, soit n g Nia), fixons (? une chambre positive. Alors n.Ria) = n.Rgia) = niQia) n U ((?)) . (f (a) n 
î/(-d)) • M«) = iQia) n î/(n(?)) . iPia) n f/(-n(?)) . nAr(a) = /î„^(a) = /î(a). 

Ceci prouve que Ria) est un groupe. Il est clair que Pia) c Ria) c st ceci entraine immédiatement que 

iRia))aeA est une famille de parahoriques. De plus, pour toute chambre (? positive, Qia) n UiÔ) = Ria) n et 
Pia) n c Ria) n donc /? vérifie (para dec)iâ). a 
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Remarque: Ceci et la proposition 3.2.1 1 prouvent que pour la famille minimale de parahoriques P, les conditions 
(para 2. l)(sph) fonctorielle (et même (para 2.1) fonctoriel sur les cloisons) et (para dec) fonctorielle sont équivalentes, 
car pour g = P, on obtient R = P, quel que soit le signe e choisi. 

Corollaire 3.6.3. S'il existe une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.1)(rPi) pour chaque cloison fâ, 

alors la famille minimale P vérifie (para dec). 

Démonstration: Pour toute cloison m, le fait que Q vérifie (para sph) et (para 2.1)(m) entraine que P vérifie aussi 
(para 2.\){fà), nous sommes donc bien dans les conditions d'application de la proposition. 

Soit fl € A, soit C*une chambre de f* n Â. Soit e le signe de Soit la famille de parahoriques construite par 
la proposition, alors R%a) = {Q{a) n U{é)).{P{a) n U{-â)).N{a). Prenant l'intersection avec P{a), il vient P{a) = 
P{a) n R%a) = (Pia) n f/((?)).(P(a) n U{-è)).N{a). □ 



3.7 Bonnes familles de parahoriques 
3.7.1 Une condition suffisante pour (para 2.2) 

Nous avons déjà vu au 3.2.13 que la condition (paraiiec) fonctorielle implique (para/nj), (para .ç/j/z) et (para 

2.1) (sph). Nous pouvons maintenant, grâce à la décomposition d'Iwasawa, prouver qu'elle implique également (para 

2.2) (sph), autrement dit que toute famille vérifiant (para dec) fonctoriellement est une bonne famille de parahoriques. 

Proposition 3.7.1. 

1. Soit Q une famille de parahoriques qui vérifie (para dec) fonctoriellement. Alors Q vérifie (para 2.2)(sph) 
(fonctoriellement). 

2. Soit f une facette telle que Q vérifie (para 2.2)(f). On suppose de plus que Q vérifie (para inj). Alors Q vérifie 
(para 2.1 )(f). En particulier, toute bonne famille de parahoriques vérifie (para 2.1)(sph). 

Remarque: Les conditions du deuxième point sont plutôt plus faibles que celles du premier point, et sa preuve plus 
simple, on peut donc considérer (para 2.1) comme plus faible que (para 2.2). 

Démonstration: 

1. Rappelons que Q vérifie (para sph), (para 2.1) et (para in j) par la proposition 3.2.1 1. Soit a e A et / une facette 
sphérique dans f*. Soit g G N.Q{a) n N.P(f), on peut supposer g e Q(a) n N{fa).P{f). Grâce à (fonc), soit A 
tel que a est spécial dans A'^, puis soit n e N'^{a) tel que ng € P'^if). Comme Q vérifie fonctoriellement (para 
2.1)(/) puis (para sph), on a e Q'^{a) n P'^{f) = Q'^{{a, prj(a)}) c P\prj(a)). D'où g G N\a).P\prj(a)) n 
G. Le point pr^a) étant sphérique, la famille Q vérifie (fonc)(pr^a)) (par 3.2.8, 5) et (para dec)(prj^a)) (grâce 
à 3.2.3, 6). Par le corollaire 3.4.6, puis la proposition 3.2.3, 1, on obtient g g Q(a) n N.P(prj(a)) - Q(a) n 

N.Uif).Gi(f>'"if),a). Comme G{^'"{f),a) c Q{[a,prfa)}), on peut supposer g g Q{a) n NU{f). 

Soit é une chambre dont l'adhérence contient f. Soit g = nu une écriture de g correspondant a g g N.U(f) 
et g = n'u'^u^ une écriture correspondant âge Q(a) - N(a).(U(-C) n Q(a)).(U(C) n Q(a)) (obtenue par 
(para dec)(a)). Alors n^^n' = m(mO '(m^^) Et «(m*^) ' G t/(C). Donc par l'unicité dans la décomposition de 
Birkhoff vectorielle de G, on obtient u = u^ € Uif) n Q{a) c Qi{a, pr^a)}). Donc g = nu€ N.Q{{a, pr^a)]). 

2. Soit g E Q{a) n P{f). D'après (para 2.2){f), on a alors g G N.Q{[a,prj(a)}). Soit g - nq l'écriture correspon- 
dante, on a a = g.a = n.a, d'oti n G Q(a)r\N = N(a) grâce à (para in j). De même, / = g.f = n.f d'où n G A^(/). 
Mais conmie A'^ agit de manière affine sur A, n g Nia) n A^(/) - Nia + /) c Qi{a, pr^a)}). 

□ 
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Corollaire 3.7.2. Toute famille de parahoriques Q vérifiant fonctoriellement ( para dec ) vérifie fonctoriellement (para sph ), 
(para inj), (para 2.1)(sph) et (para 2.2)(sph), c'est donc une bonne famille de parahoriques. 

C'est en particulier le cas pour la famille minimale de parahoriques dans un groupe de Kac-Moody déployé. 

Démonstration: C'est une conséquence du corollaire 3.2.13 et de la proposition ci-dessus. □ 



3.7.2 Projections 

La condition (para 2.2)(f) entraine que la projection pr^a) est bien définie dans I, dès que fa<^ f, indépendamment 

de l'appartement contenant a et / considéré. Ainsi, dans une bonne famille de parahoriques, la conjonction de (para 
2.2)(sph) et de (para sph) permettra souvent de ramener une preuve à une étude dans une façade sphérique, donc dans 
un immeuble affine, bien connu grâce à [BT72]. 

Proposition 3.7.3. Si Q vérifie (para 2.2)( f), alors la projection pr^rest bien définie sur la réunion des A(T)g tels que 

f U g a A(T) et g d f. Pour tout g € G, on a g.prj(a) — pr^^g.a). 

Démonstration: _ 
Soit a dans une façade A(T)g telle que f D g c Â{T) etg c f. Soit Tq un tore maximal de référence, soit ^ e G tel que 
g.A{T) = A{To). Alors g.f et g.^ sont deux facettes de ^(Tq) telles que g.^ c Vect^^j,^j(^./) donc la projection pr^^ga) 
est bien définie dans A{To). On veut poser pr^a) = g'^ipr^^ga)), il s'agit de vérifier que ceci est indépendant de T et 
de g. 

Soient donc T' et g' d'autres choix possibles. Alors g'g~^ envoie ga et gf sur un autre point de A{To) et une autre 
facette de ^'(ro). Donc g' g-' e N(To)Q(ga) n N(To)P(gf). Ceci vaut N(Ta)Q({ga, pr^^iga)}) par (para 2.2)(gf). Soit 
n e N(To) tel que g'g-^ e n.Q({ga, pr^jiga)}). Alors g' g'^ (pr ^^ga)) = n{pr^^ga)) = pr^^^nga) = pr^,^g'a). Ceci 
prouve que g'\pr Àga)) = {g'T\pr ,Àg'a)). □ 



3.7.3 Conséquences variées 

On rassemble ici quelques petits résultats obtenus au moyen des projections pour une bonne famille de paraho- 
riques. 

On peut dans une certaine mesure caractériser un point de I par ses projetés dans diverses façades. Par exemple, 
on prouve le : 

Lemme 3.7.4. Soit f une facette de A, et Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.2)(m) pour 

toute cloison m de f* n A. Alors pour tout u e U (f), pour tout a € A tel que f c f*, ou u.a = a, ou bien u.a i A. 
En terme de groupes, ceci s'écrit U{f) n N.Q(a) c Q(a). 

Preuve du lemme: Soit a € A, supposons u.a E A. Soit m une cloison de /* n A n f*, alors u e P(wl), donc 
u.prgiia) - prg,(u.a) e A,f,. Ainsi u envoie le point pr,f,{a) sur un autre point de l'appartement A^. Sachant que u fixe 
par ailleurs un cône ouvert de A^ (c'est-à-dire une demi-droite, puisque dim(A,j;) = 1), et que J^^ est un immeuble 
affine (en fait un arbre), ceci entraine que u.prgi(a) - pr,j;{a), d'où prf^{u.a) - pr,fj(a). 

Donc a et u.a sont deux points de A dont les projetés sur tous les A^, pour m une cloison de /* n A n f* coïncident. 
Ceci entraine que a u{a) est dans l'intersection de ces râ. Mais celle-ci est triviale dans A^ . □ 

Voici la première conséquence de ce lenmie : 
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Proposition 3.7.5. Toute famille de parahoriques vérifiant (para sph), (para inj), (para 2.1)(râ) et (para 2.2)(fâ) pour 

toute cloison m vérifie aussi (para dec). 

Remarque: grâce à 3.7.1, on peut remplacer l'hypothèse (para 2.1)(m) par (para inj). 
Démonstration: 

Soit a € A et Ô € Tif* n ^4*). Par la décomposition d'Iwasawa, G = U(â).N.P(a). Prenant l'intersection avec 
Q(a), il vient Q(a) = (U(â).Nn Q(a)).P(a). Mais le lemme entraine facilement (avec (para in j)) que U(â).Nr\ Q(a) = 
iU(é) n Q(a)).N(a). D'où Q(a) = (U(é) n Q(a)).P(a). 

Maintenant, P vérifie (para dec) par le corollaire 3.6.3, donc P(a) = (U(C)r\P(a)).(U(-C)r\P(a)).N(a) c (f/(C) n 
Qia)).iUi-C) n Q{a)).N{a). D'où le résultat : Q{a) = {U(C) n Q{a)).{U{-C) n P{a)).N{a) c (C/(C) n Q{a)).{U(-C) n 
Q{a)).N{a). □ 

Remarque: Le résultat obtenu est même un peu plus fort : on a vu que Q{a) = {U{C) n Q{a)).{U (-C) n P(a)).Nia). 

Vu le corollaire 3.7.2 et la proposition 3.2.12, dans le cas où la donnée radicieUe est fonctorielle, on a donc pour 
toute famille de parahoriques Q équivalence entre les assertions suivantes : 

- Q est fonctoriellement une bonne famille de parahoriques. 

- Q vérifie fonctoriellement (para dec). 

- Q vérifie fonctoriellement (para sph), (para 2.1)(m) et (para 2.2)(m) pour toute cloison wl. 

- Q vérifie fonctoriellement (para sph), (para in j), et (para 2.2)(^) pour toute cloison râ. 

Pour une famille Q vérifiant (para sph), (para in j), et (para 2.2) pour les cloisons, le lemme implique aussi l'égalité 

A' n UiC).Qia) - Nia), pour toute chambre C de A et tout point a € A tels que fa e C. Et ceci permet, comme en 
3.4.5, de prouver l'unicité modulo N{a) du facteur dans A'^ de la décomposition d'Iwasawa : 

Proposition 3.7.6. Soit Q une bonne famille de parahoriques. Soient é une chambre de Â et a e A. Alors N n 
U{é).Q{a) = Nia) si fa <^ 6. _ _ 

En conséquence, pour tous n,n' € N tels que fa c nd ou fa c n'Ô, on a : 

Uië).n.Qia) n Uid).n'.Qia) ^ n'^n' e Nia) ^ Ui6).n.Qia) = Uid).n' .Qia). 

Démonstration: Le premier point découle du lemme 3.7.4, la suite est immédiate (voir la partie 3.4.2). □ 



Proposition 3.7.7. On suppose que Q vérifie (para 2.2)(m) pour toute cloison m. Soit ip — [ai, a^} c 0"(C) un 
ensemble réduit de racines, rangées dans un ordre grignotant. ( Ceci signifie que pour tout i, ker(o;,) contient une 
cloison incluse dans l'intérieur de H^^, IXpcj), voir par exemple [Ré02] 9.1.2). 
Soit u = u\...Uk avec Ui e J/q... Alors : 

FixA(M) = P|Fix(M,) = Pi £)(ûr,-, 

Démonstration: 

La seconde égalité vient de 3.3.10. Pour la première, l'inclusion "d" est claire. 

Soit a e Fixa (m). Par hypothèse, il existe une cloison fhi, incluse dans ker(ûri) et dans l'intérieur de nj>i ^ictj)- 
Ainsi, M e Pim\), et pour tout j > \, uj fixe A^j. Donc u agit sur A^^ comme «i. Par la proposition 3.7.3, u et «i fixent 
le point pr^^ia). Ceci entraine u\ e Uaiipra^ia)) = Uaiia). 

Maintenant l'élément u'^^u = U2...uiç fixe a et est le produit de A: - 1 éléments de groupes radiciels dans un ordre 
grignotant, par récurrence on obtient que pour tout i e [2, A:]], m,- e Ua^ia). 

D'où u e Uaiia)...Uaiia) et a e nf=i Fix(M,). □ 
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3.7.4 Décomposition de Lévi 

La proposition suivante donne dans certains cas une décomposition de Lévi pour QiCï) : 

Proposition 3.7.8. Soit f une facette sphérique de Â, soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para 2.1 )(f) et 
(para 2.2)(fh) pour chaque cloison râde f* n Â. Soit Q une partie de A telle que Cl(£ï) = f . Alors : 

Q(Q.) = [U{f)nQ{Q.))x[NiQ.).G{riA^)) 
= {U{f)nQ{£ï))xQ{{çl,f)^) . 

Démonstration: 

Il est clair que [Uif) n 2(0)) x (a^(Q).G (/l n)) c n x g (( O, /) J c QiQ.). 

Soit g e Q(D.). Notons = pr^iD.), d'après (para 2.1)(/), g G 2(Q^-). D'après 3.2.3, 2, on a g e {/(/) x 
(Af(O^-).G(0'"(/l, Q/)). Mais G(f\f), D.f) = G{f\f), Q), on peut donc supposer g e (f/(/).Af(0^-.)) n Q(Çl). Mainte- 
nant, le lemme 3.7.4 entraine g g (f/(/5 n g(Q)) . Ar(Q). □ 



Cette proposition permet, pour prouver que Q vérifie (para 2.1 ^)(/), de se ramener à l'étude de U{f) n Q{a), 
comme l'indique le coroUaire suivant : 

Corollaire 3.7.9. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant les hypothèses de la proposition. Si a est un point d'une 
façade Ag avec ^ c /t alors : 

Q(a)nP(f) = {u(f)nQ(a))x{N(a + f).G{r(f),a)) 
= {U(f)nQ(a))xQ[{a,f)^) . 

Démonstration: Ayant remarqué que Qia) n P(f) = Qi{a, pr^a)}), on applique la proposition à O = {a, pr^a)}.u 

Nous avons ainsi obtenu une décomposition de Lévi pour le groupe Qifï) lorsque C1(Q) est l'adhérence d'une 
facette / sphérique. Cette décomposition repose sur la décomposition de Lévi vectorielle de P(f). Il y a un autre cas 
où on dispose d'une décomposition de Lévi vectorielle : c'est pour le fixateur d'une partie £2 équilibrée (c'est-à-dire 
une union finie de facettes sphériques dont au moins une est positive et une négative). Ceci fournit naturellement une 
décomposition des groupes Q{^) correspondants. De plus, dans le cas équiUbré on dispose d'une bonne description 
du facteur urtipotent. 

Proposition 3.7.10. Soit Q. une partie de A contenant au moins un point sphérique positif et un point sphérique négatif. 
On suppose que Q est une bonne famille de parahoriques. Alors : 

QiQ.) = UiQ.) X (M(d) n QiQ.)) 

avec : 

f/(n) := Gi4>\â),Q.)= Y\ UaiQ) 

M(d) n Ô(Q) = N{Q.).G((p"'{Ù), Q) . 
( Le produit dans U (O) peut s 'effectuer dans n 'importe quel ordre.) 
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Démonstration: 

Soient /+ et f - des facettes maximales de C1(Q) n et C1(Q) n . Alors Vect(/+) = Vect(/-) = Vect(Cl(n)), 
donc M(/+) - M{f') - M(C1(Q)) = M(Q). De plus, U est une partie équilibrée, donc son fixateur admet la 
décomposition de Lévi Pif^ U /") = Uif^ U /-) x M(d). 

Soit g e g(Q). En particulier, g e = f (C1(Q)) c U / ), donc g e g(f2) n (f/c/^ U /") x M(d)). Soient 
M € f/ (/"^ U / ) et m G M(Q) tels que g = um. Montrons que m et m fixent £1. 

Soit 0) €Q.. Alors /"^ U /" U est une partie équilibrée, donc 

Pif" U /- u /J = {/(/+ u f- u /J X M(/+ U /- U /J = Uif" U f U /J X M(â) . 
Le groupe U {f* U U /„) fixe toute la façade Ajf , donc 

g e n Pif" u /- u /X) = Uif" u /- u /J x (m(Q) n 2(0))) . 

Mais Uif^ U f U f^) c Uif^ U /"), donc g = um est également l'écriture de g dans la décomposition de 
Q{oj) n PC/"^ U /" U /(^) qu'on vient d'obtenir. En particulier, m et m fixent cj. 
On a ainsi prouvé : 

Q{Q) = f/(/^u/-u/) x(M(d)ne(Q)) 

= U /-) n QiQ.)) X (M(£i) n . 

Étudions le premier facteur. Conmie U sont deux facettes sphériques de signes opposés, on sait par [Ré02] 
6.3. 1 que t/ (/+ U /") = G{(f>"{f^ U /")) = n„e^. ,(/+u/-) PO"'" o''*^ l^'o^^ P^"t choisir grignotant sur ^^^^C/"" U 
/") (car (piT) est réduit). Alors la proposition 3.7.7 permet de montrer que : 

e(Q) n Uif" U /-) = W Î/„(Q) . 

Mais si a ^ 0"(d), alors f/a(iî) = {e}. D'où finalement : 

e(Q)nt/(/^u/-)= Î/„(Q). 

Passons à la description de M(Q) n 2(Q). Soit m e M(Çl) n 2(Q). Soit w e Q. Soit / - pr^ (/''), où e est un signe 

de /I. Il s'agit d'un facette sphérique. Par (para 2. 1)(/) puis 3.2.3, m e Q(prjico)) n M(d) = N(prj{ùj)).G(cf>'"(â), ùj). 
Comme Nipr^ai)) = N(prju{a))), on obtient m e Q{prjr+{co)). Au final, m fixe la partie pr^^(Q.), d'où, encore avec 
3.2.3 : 

m e Af(pryi(Q)).G(0'"(£i),Q) n 2(Q) = A?(Q).G(0'"(£i), Q) . 



Corollaire 3.7.11. Dans les conditions de la proposition, 2(Q) - N(Q.).Q(Cl(Q.)). 

Exemple 3.7.12. Lorsque Q. = IX.a,k) est un demi-appartement dans un appartement A, la proposition donne Q{Q) = 
Ua,k X H. Soit Q' = (Q n i) U M(a,k), alors Cl(Q') = Q, NiQ.') = NiQ), Û' = ÉÇa), et la proposition donne alors 
Q(Q.) = Q(^') = [e] X (H.U„,it). On peut ainsi obtenir plusieurs décompositions de type Lévi d'un même groupe, selon 
que les facteurs de la forme Uai^) tels que t/_„(Q) = (e) sont considérés comme inclus dans le facteur unipotent ou 
dans le facteur de Lévi. 

On préférera sûrement les placer dans le facteur unipotent, et pour obtenir ce résultat il faut appliquer la proposition 
à la partie Cl(i2) au Ueu de £1. 
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3.8 La bonne famille de parahoriques maximale 
Définition 3.8.1. Soit Q une bonne famille de parahoriques. On définit : 

Q{a) = {g€ Pi£) I v/€ (£*) n J,^,„ g.pr^ia) = pr^/a)} 

Ainsi Qia) est l'ensemble des éléments de G qui permutent les projetés de a dans les façades sphériques. 

Lemme 3.8.2. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.2)(sph) fonctoriellement. Soit A un 
sous-groupe de R. Alors l'application 

I(Q) ^ KQ^) 
[g,a]Q [ig,a)]Q^ 

est bien définie, G-équivariante, et compatible aux projections (c'est-à-dire il/(prj{a)) — prj{n]j{a)) pour toute facette 

f sphérique et tout a e avec g c f). Elle induit une injection de I{(2)sph dans I{Q^)sph, et plus généralement, 
l'image inverse d'un point [(g, a)]gA, a € A et g € G est de cardinal 1 dès que G n N^.Q^(a) - N.Q(a). 

Preuve du lemme: Il est clair que ij/ est bien définie et G-équivariante. Elle est également compatible aux projections 
dans l'appartement A, puis par G-équivariance sur I(Q). 

Détaillons un peu l'injectivité : soient g,h & G, a,b e A tels que (g, a) ~qa (h, b). Alors ^ '/î g N^.Q^ia) n G, et 
par hypothèse (ou par 3.2.8 pour un point a sphérique), N^.Q^{a) n G = N.Q{a). D'où {g, a) ~q {h, b). □ 

Proposition 3.8.3. Pour toute famille de parahoriques Q fonctoriellement bonne, Q est encore une famille de para- 
horiques fonctoriellement bonne pourD. Elle vérifie en outre (fonc), et (para 2.1), et non juste (para 2.1 )(sph). 

Démonstration: 

Pour tout a G A, Q{a) est un sous-groupe de P{fa) contenant Q{a) et donc P{a) d'après 3.7.3. De plus, (para 0.4) 
est claire, donc Q est une famille de parahoriques. 

Si a G Asph, alors est une facette sphérique de f* donc par définition de Q{a), on a pour tout g G Q{a), 
g.a = g.prjtia) = pr^fia) = a. Donc Q{a) = Qia) = P{a), car Q vérifie (para sph). Donc Q vérifie (para sph). 

Montrons (fonc). Soit a € A et g e Q'^ia) n G. Soit / G (.^*)sph. Soit ijj : I(Q) I(Q^) comme dans le lemme. 
On a i//(g.prj{a)) = g .t//ipr j^a)) = g.prj{tj/(a)) = pr^j(i//(a)) = tj/ipr^j^a)). Mais comme prjia) est un point sphérique 
et >// est injective sur J(ô)sph. ceci entraine que g.prj(a) = pr^j{a). 

On prouve ainsi que g g Qia). 

Étudions (para 2.1). Soit a eA, f € f* etq € Qia) n Pif). Pour montrer que q g Qiprj{a)), il suffit de montrer que 

pour toute facette ït g (/*)sph, q-prf(,pr ^a)) = pr^ ^ipr^a)). Mais pr^ipr^ia)) = pr^(a), et pr^/prj(a)) = pr^j^ia), le 
résultat en découle. 

La condition (para in j) est alors conséquence de 3.2.12. 

Il reste à voir (para 2.2)(sph). Soit donc a g A, / une facette sphérique de f*, et g G NQia) n Pif) = Nifa)Qia) n 
Pif). Soit A < R tel que a soit spécial dans A'^, il existe alors t g 7"^ tel que tg g Q\a) n P^if), donc par (para 2. 1)(/) 
pour g^, tg G Q\{a,pr^a)}) puis g g T^Q\{a,pr^a)})r\G c T^P\pr^a))r\G. Alors, comme pr^ia) est sphérique, 

/"^ vérifie (para Jec)(pr^<a)) donc par 3.4.6, 3.2.8 point 5, puis 3.2.3, g g Nif.Piprfa)) = Nif).Uif).Gi^"'if,a). 
Quitte à multiplier g à droite par un élément de Gicjf^if), a), et à gauche par un élément de A^(/), on peut donc supposer 

g e NiflQia) n Uif). 
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Dans G^, ceci donne g € T^.Q\a) n U^(f) puisque a est spécial dans A^. Soit t e tel que g G t.Q\a), 
alors f e ô^(fl) n n A), donc f 'g fixe tous les projetés de a sur les façades sphériques de direction dans 

/* C\ÂC\ f*. En particufier, soit m une cloison dans f* C\ÂC\ f*, alors g.prff^ià) = t.pr^ia) G A^jj. Comme A^^ est une 
façade sphérique, le lemme 3.7.4 y est toujours vrai, et le fait que g g U^(f) entraine alors g.pr^^ia) = pr^ia). Donc t 
fixe la façade A^g. Au total, t induit sur A^ une translation de vecteur inclus dans chaque Vect(/^) pour râ une cloison 

dans /* n Â* n L'intersection de ces hyperplans et de Â*^ est triviale, donc t fixe Ap et g g Q^(a) n n G. 

AppUquant (para 2. !)(/), puis (fonc), on obtient g G ô^({a, pr^a)}) n G = ô({a, pr^a)}). □ 



Lemme 3.8.4. Soient Q et R deux familles de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.2)(sph). On suppose que 
pour tout a € A, Q{a) c R{a). Alors le morphisme surjectif G-équivariant d'immeubles if/ : ^g^^ [g^a] 

induit un isomorphisme entre I{Q)sph et I{R)sph, et pour toute facette sphérique Ë, pour tout point a tel que £,<zK, on 
a \lf{prf;(a)) = pr^{if/{a)). 



Preuve du lemme: Il est clair que ip envoie J(2)sph sur J(/?)sph. Montrons qu'elle est injective sur J(2)sph- Soient 
g,h € G, a,b € Asph tels que (g, a) ~r (h, b). Alors il existe n g A' tel que b = nact g^^hn g R{a). Mais R{a) = P{a) = 
Q{a) car /? et g vérifient (para sph). D'où (g, a) ~q (h, b). 

Lorsque QeiR vérifient (para 22){h) pour une certaine facette ït, la compatibihté entre if/ et pr^ est claire sur la 
définition. □ 



Proposition 3.8.5. Pour toute bonne famille de parahoriques Q, sa complétion Q est égale à celle de P. 

Démonstration: Soit \jj : I(P) — > I(Q) comme dans le lemme. Soit a e A, g e P(a) et / E (/a )sph- Alors 
g.prjia) = pr^jia), d'où, puisque ij/ est G-équivariante et compatible aux projections, g.prjia) - g.prj(i//(a)) = 
pr^^\j/{a)) = pr^^a). On obtient ainsi g g Q{a), puis P c Q. 

Pour l'autre inclusion, soit g G Qia), f € (^*)sph. Alors \l/{g.pr^a)) = g.prjitl/ia)) = pr^^if/{a)) = if/ipr^^ia)). 
Alors par injectivité de ifr sur I(Q)sph, on obtient dans 1(0), g.pr^id) - pr^j(d). D'où Q<z P. 

Maintenant, pour toute bonne famiUe Q de parahoriques, on a 2 c g = P. □ 



Corollaire 3.8.6. Supposons qu'il existe une famille de parahoriques fonctoriellement bonne pour D. 

Alors P est l'unique bonne famille de parahoriques maximale, et P est l'unique bonne famille de parahorique 

minimale. 

Ceci est en particulier le cas dans un groupe de Kac-Moody déployé. 

Démonstration: On a déjà vu que P est l'unique famille de parahoriques minimale, et grâce aux corollaires 3.6.3 
et 3.7.2 qu'elle est bonne dès qu'il existe une famille de parahoriques fonctoriellement bonne pour D. Concernant P, 
U s'agit des deux propositions précédentes. □ 



3.9 Très bonnes familles de parahoriques 

On doime maintenant quelques propriétés de I{Q) lorsque Q est une boime famille de parahoriques vérifiant 
certaines hypothèses supplémentaires. Ces hypothèses supplémentaires sont vérifiées par exemple par la famiUe de 
parahoriques construite par Guy Rousseau pour un groupe de Kac-Moody déployé ([RoulO]), elles le seront encore 
par la famille de parahoriques que nous obtiendrons pour un groupe presque déployé dans la partie 5. 
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3.9.1 Action de I sur I 

Proposition 3.9.1. Soit f une facette de Â. Si Q vérifie (para 2.2^ )(f), alors pour tout ^ f et a €. Atel que fa<^ f, 
pour tout appartement B contenant a et f, on a a +,\ v = a +b'^. Autrement dit, l'opération a + '^ est bien définie, et 
indépendante de l 'appartement contenant a et f considéré. 

-A 

De plus, tout appartement contenant aetf contient alors a + f , et cet ensemble est indépendant de A. On pourra 
donc le noter juste a + f. 

Démonstration: 



Soit g e G tel que g.B = A. Alors g e N.Q{a) n N.P(f) = N.Q(a + f ) (adhérence dans A). On peut supposer 

-A 

g e Q(a + f ), en particulier, g fixe a +a v, donc ^ ' (a +a v) - a +a v. Mais par définition de la structure affine sur les 
appartements, g'\a+AV) = g^^ia) +g-iA g^^iv) - a +b v. D'où a +av = a +b v. 



Ensuite, le fait que S = g ^A, avec g ^ e Q(a + f ) entraine que a + f c A n B. Or de manière générale, 

^ ï '"^ ^ ^ 

g~^.a + f =g~^a + g~^f , on obtient donc ici que a + / =a + f . □ 



3.9.2 Existence d'isomorphismes entre appartements 

La condition (para 2.2+)(sph) permet également de prouver (para 5) pour certaines parties Q. Cependant, une 
condition un peu plus faible suflBt, il s'agit de : 

(para 2.1 +")(/) : \/g g f/(/), il existe a e Â tel que g e Q |a + (/* n A)j. 

Remarques: 

- Comme U(f) = f]gUiC), où C parcourt l'ensemble des chambres de /* nA, un élément u e U{f) fixe toujours 

un cône dirigé par chacune de ces chambres. Lorsque / est déjà une chambre, (para 2.1^ )(/) est donc toujours 
vérifiée. Pour une facette générale, cette condition impose que la réunion de ces cônes fixés soit connexe. 

- Cette condition est clairement vérifiée si Q vérifie (para 2.1^)(C) pour toute chambre C de /* n A. 

Lemme 3.9.2. Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (para 2.1'^' )(sph). 

1. Soit A un appartement de I{Q), soit f e T(,Asph), <z Aj>et g e P(0). Alors il existe une partie Cïq c A et 

n e N(Q.) tels que pr^Q.o) = D.etng € g(Qo + /)■ 

2. Soit f une facette sphérique. Soit a € A tel que fa c Vect^(/) et telle que soit fa est sphérique, soit fa et f sont 

de même signe. Alors : 

- e Q(a) n P(f), 3bea+ /tel que g e Q({a] U + /) c Q({a, prj(a)]) 

- G NQia) n Pif), 3b€a+ f tel que g e NQ{{a} U b + f) c NQ{{a, prjia)]). 

3. La projection pr^a) d'un point a e I sur une façade Ij' avec f sphérique est bien définie lorsqu'il existe un 

appartement A contenant f, U /, tel que fa C Vect^(/) et { fa est de même signe que f ou fa est sphérique). On 
a alors pour tout g g.pr^a) — pr^j^ga). 
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Le deuxième point constitue un renforcement de (para 2.1)(sph) et de (para 2.2)(sph), non seulement car il prouve 
qu'un cône dirigé par / est fixé, mais aussi car il s'applique lorsque fa c Vect(/) et non seulement lorsque /« c /. 

Preuve du lemme: On sait par 3.2.3 que P(Q) = Ar(Q).t/(/).G(0'"(/),Q). Soient n e N{Çï), u e U{f) et m € 

G{(l>"{f), Q) tels que ng = um. Par (para 2.1'^")(/), il existe a e A tel que u fixe a + f* r\À,et ceci contient une partie 

de la forme + f avec SIq c Â et prj^Cïo) = £1. Le facteur m fixe ^ Q, /^^ qui contient £lo+ /■ Ceci prouve le 
premier point. 

Soient / et a comme dans l'énoncé du second point. Soit g e Q{a)r\P{f). En particulier, g e P(fa U/) = P{C\{fa U 
/)) par 2.1.4. Soit h - prj>{f) c C\(Ja U /), alors h est une facette sphérique et Vect(/î) = Vect(/). Par (para 2.\)(h), 

g e Qipr^ia)). Par le premier point, il existe n e N(prj^(a)) et «o e A tels que prj^iao) = pr^id) et ng € Qiao + h). Le 
cône OQ + h contient un sous cône de la forme b + h avec b e a + h. En particulier, è E Ay donc b + h - b + f . Finale- 
ment, g e Q(a) n N{prf^{a)).Q{b + f). Modulo Gi^jf'ih), a), on peut supposer g E Q(d) n N(prj;(a)).(U(îi) n Q(b + /)). 
Alors le lemme 3.7.4 entraine que le facteur dans Nipr^f^a)) fixe a, et donc a + h. Ainsi, g e Q{a) n Q{b + f). 

Si maintenant g e NQ(a) n P(f), alors en particulier g e N.P(fa) n P(f) et d' après 2.1.4, ceci vaut N.P(Cl(fa U /)). 
On peut donc supposer g £ P(Cl(fa U f)), en particulier, g E P(h) en notant encore h - prj>{f). Alors par (para 2.2)(h), 

g £ N(h).Q({a, prj^(d)]). Mais nous venons de voir que tout élément de Qi{a, prj^{d))) fixe un cône de la forme b + f 

avec b e a + f. 

Le troisième point se prouve alors tout conome 3.7.3. □ 



Proposition 3.9.3. Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (para 2.1^^ }(sph}. Soit Q une partie de A 
contenant au moins un point sphérique et incluse dans ou dans A , ou contenant au moins un point sphérique 
positif et un point sphérique négatif 
Alors : 

f] N.Qico) = N.Qin) 

Démonstration: 

Soit ^ £ Oojen N.Q(lo). En particulier, ^ e r\f^îiN.P(f) = N.P(â) = N.P(Cl(â)) par la proposition 2.1.4, on peut 
donc supposer g e P(Cl(â)), d'où g e n«en 

On traite le cas où Q contient des facettes sphériques positives et négative, le cas où Q c A- étant plus simple. 
Soient et des facettes maximales de Cl(Ù} n A^ et Cl(Ù) n A", respectivement. Ces facettes sont sphériques, 
pr^Ar) = et prj>_(f^) = f-, d'où Vect(/+) = Vect(/-) et A^(/+) = A^(/-) = A^(Q). Notons = Q n A"" et 
Dr = QnA". 

D'après le deuxième point du lemme, g e Cluen* N{f'^).Q{pr ji^oS)), et ceci •vdL\x\.N{f^).Q{pr^AQ.'^)), par 3.2.3. De 
même, g £ N{f-).Q{prj^AÇï-)). 

Par le premier point du lemme, il existe 0^ c A telle que prjf_{@Q) - prjf_{Çir) et ^ E N(f').Q{Q^^ 
Appliquant alors (para 2.2)(/+) sur la partie 0q , puis 3.2.3 4, on trouve g £ N{f^).Q{pr^AÇi^ U ©q )). Mais Vect(/+) = 
Vect(/") donc prj>,(D^ U O') = pr^^,{D). 

Finalement, on peut supposer g € Qipr^^Q)), puis encore par le lemme, qu'il existe une partie c A et 

n"^ € A'^(/'^) tels que pr^^Q.^) - pr^^D) et n'^g fixe + /+. De même, il existe £îg c A et n" £ N{f~) tels que 
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prf.i£lç)) = prjti^ï) et n .g fixe + /". 

On peut supposer - e. Soit w e Qg + Alors g e N.Qico) n /"(Z^) = et il existe d'après 

le lemme un point œ' € À tel que g g N.QHcj] U cj' + Soit n g AT tel que ng e ô({a>} U w' + /^). L'intersection 
(w' + Z"^) n (Oq +/'*') contient un sep de œ' + f"^, car contient un point dont la projection sur A y+ est la même que 

celle de a>etcj'. Comme g fixe + n fixe l'intersection ca' + f* D 0.^ + f"^ , et en particulier ce sep. D'où, puisque 
n agit par automorphisme affine sur A, n fixe a». Finalement, g G Q{ùS). 
Ainsi, g fixe (Q+ + /+) U (Q^ + /-). 

Enfin, soit w G Q, soit e un signe de oj. Soit « = pr^ (/^) (bien défini car et sont de même signe), alors 

g e N.Qiù)) n P(/î) = A^.g({(y, /5r^;j((y))), et il existe cj' e cû + hetn € N{f^) tels que ng fixe o)' + h. D'autre part, g fixe 
/5r^^(Q|)) = prf^iQ), par (para 2.1)(sph), donc ^ G N(li).U(li).G((p'"(Q.), Q.). Le fait que g fixe entraine avec le lemme 

3.7.4 que le facteur dans Nih) fixe Qq, et donc Qq + h, donc g fixe un + /i avec c A, pr^(Q^) = pr^(Çl), et ceci 
contient en particulier un sep de o' + h. On en déduit alors, comme au paragraphe précédent, n g N{ùji) d'où ^ g Q{oS). 
On a bien prouvé g g (2(îî). □ 



Corollaire 3.9.4. Si Q est une bonne famille de parahoriques vérifiant (para 2.1^^ )( sph), et si A et B sont deux 
appartements de I(Q) dont l'intersection contient un point sphérique de signe e, alors il existe g € G tel que g.A = B 
et g induit de A sur B un isomorphisme fixant A^ n B^. 

SiAnB contient un point sphérique de chaque signe, alors il existe g & G tel que g.A = B et g fixe A n B. 

Autrement dit, si Q est une partie d'un appartement A, contenant un point sphérique et incluse dans A* ou bien 
contenant un point sphérique de chaque signe, alors ô(0) est transitif sur les appartements contenant O. 



Corollaire 3.9.5. Soit Q. une partie d'un appartement A contenant au moins un point sphérique positif et un point 
sphérique négatif. Alors pour tout appartement B contenant Q., il existe g €G qui induit un isomorphisme de A sur B 
fixant C/a(Q). 

En particulier, la partie Cl{Q) est bien définie, indépendamment de l'appartement contenant D. considéré. 
Démonstration: C est la concaténation de 3 .9 .4 et de 3 .7 . 1 L □ 



3.9.3 Intersection d'appartements 

On passe maintenant à l'étude de (para 6). 

On a vu en s' appuyant sur la décomposition de Lévi de Qifl), que cette condition est vérifiée pour des parties Q c A 
contenant un point sphérique positif et un point sphérique négatif, dès que Q est une bonne famille de parahoriques 
(corollaire 3.7.11). Nous allons maintenant étudier le cas d'une partie Q composée de points sphériques d'un même 
signe. On ne dispose pas pour le fixateur d'une telle partie de la décomposition de Lévi, mais on prouve tout de même 

(para 6), sous l'hypothèse (para 2.1^")(sph). 

Proposition 3.9.6. Soit Q. c A^ph. Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (para 2.1*~). Alors : 

Q{Q.) = Nn.QiCm)nA,ph). 

Démonstration: 

L'inclusion " D " est claire. Le cas où Q. coupe A^ . et A" découle de 3.7.10, on suppose donc Q. c A^ . . 
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Soit^ € Q(£ï). En particulier, g e P(C1(Q)) par 2.1.4. Par le lemme 3.9.2, il existe un choix C € c tel que défini 
dans le lemme 3.1.7, tel que g e r]ojen'(c) ^ f -ÔC"^)» où est la direction de la façade contenant oj, et où 0.'{c) est 
l'intersection de i2°°(c) avec l'union des façades sphériques de direction incluse dans C\{Q). Lorsque / est une facette 
sphérique de Cl(d), on obtient alors g € Ar^.g(Cl(f2°°(C) n Ap n A^. Or la partie C1(£Î°°(C) n A^ n Aj> contient 
C1(Q) n A^, d'après le lemme 3.1.7, d'où g&N^. g(Cl(Q) n A^. 

-> > 

Nous voulons maintenant prouver le résultat similaire lorsque / est une facette sphérique de Cl(f2). Supposons 

qu'il existe / une telle facette non incluse dans C1(Q). Quitte à projeter / sur une facette adéquate de C1(Q), on peut 

supposer qu'une face m de / de codimension 1 est incluse dans C1(Q). La facette m est dans l'intérieur de l'enclos de 

Q U / (pour la topologie induite), elle est donc sphérique. Le fait que / <t C1(Q) signifie qu'il existe a € ^(Ù) telle que 

a{f) < 0. Tout demi-appartement dirigé par a ne contient aucun point de A^, or / c C1(Q), ceci implique qu'aucun 

demi-appartement dirigé par a ne contient Q. 11 existe donc (a>) e ÇlP telle que ck(w„) — »„^tx) -oo et a{un) G R- pour 

tout n (autrement dit, c kera pour tout n). La facette m est maximale dans C\{Ù) n ker(a'), donc tous les w„ ont 

un projeté ùj'„ dans A^. Comme m est sphérique, A^ est compact, et la suite (w') a une valeur d'adhérence Woo dans 

Ajf^. Comme or(Woo) = oioc est dans une facette ^ <(. C1(Q), sphérique. Or, par 3.9.2, g fixe tous les cj'„, n e N, puis 

comme ^ est sphérique, ^ fixe Cl{w^|« e N). Donc g fixe un cône c c A^^tel que = [cJa^. Ainsig g Q{ojao) c P{§), 

-> > 

on peut donc rajouter ojoo à Q, et g à Û. On arrive ainsi à prouver que g e /'(Cl(Q)). 

Alors il existe un choix C e cet Q°°(C),commedéfims cette foisàlaproposition3. 1.5, tels que^ e Owen^co ^/ ô(^^)- 

Donc pour chaque facette sphérique de C1(0), g e Nj^.Q{Aj> n C1(A^- n Q°°(C))), or Aj> n C1(A^- n Q°°(C)) contient 
C1(Q) n A A d'après la proposition 3.1.5. On conclut alors grâce à la proposition 3.9.3 que g e Nçi-Q{C\{D) n Asph).Q 
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4 Descente 



Il est facile de généraliser au cas présent le théorème 9.2.10 de [BT72] qui permet sous certaines hypothèses de 

descendre la valuation de £) à un sous-groupe. Pour obtenir une masure bordée pour ce sous-groupe, il faudra ensuite 
descendre la famille de parahoriques. Ce sont bien sûr ces résultats qui serviront pour définir une valuation dans un 
groupe de Kac-Moody presque déployé. 

4.1 Contexte et notations 

On fixe un tore maximal T et on note <f> = (piT), V = V(T), A = A{T). On fixe également une bonne famille de 
parahoriques Q et on note I = 1(0). 

On se donne un autre système de racines (p^ c (V^)* avec un sous-espace de V. On notera W((f>^) c GZ(V'') le 
groupe de Weyl et c V'^ l'appartement correspondants. On notera aussi = Â*n V'', la trace de F appartement sur 
On adopte la convention de noter en lettres latines les racines de 4>^. On suppose : 

- (DSR) : <p^ est un système de racines à base libre, et il existe une chambre ÔdQÂ^ telle que toute facette de 
rencontre X et toute facette sphérique de rencontre i^sph. 

On notera Il'i la base de <p^ correspondant à la chambre donnée par (DSR). On ne suppose pas que (p^ engendre 
(i?'')*, autrement dit C^'', î?'') n'est pas forcément essentiel. 

On se donne ensuite une donnée radicielle 2)^ = iG\ (t/a)^^^^) de système de racines (p^. On notera avec un t] en 
exposant tous les objets associés à la donnée radicielle 2^, par exemple A'^'', ... 
Pour tout a € (p^,k €R, on note : 



<Pa 


= [a€(p\a\pt,&R'^*.a] 




= {a e 1 a(t?^) = o} 


D{a) 


= {x e Al, 1 aix) > o} 


Ua 


= U0{a)) = Gicp,) = {{U,\a€cp,}) 


Ua,k 


= ( {Ua,rk \ a €(/)„, r€ R""* et a^p^ = ra 


Z 





Pour toute racine simple a e II'', l'ensemble n'est autre que (j)"{D{a)). De plus, /"(kerCa) n A) - M^(ker(a) n A) - 
{ Z, Ua, U-a ), c'est un groupe muni d'une donnée radicielle de système de racine 0a U 0_a U 00- 

On suppose vérifiées les conditions suivantes de compatibilité des données radicielles : 

- (DDR 1) : G*! c G et Va E 0^ ul c î/„. 

- (DDR 2) : Va G cp^ tel que 2a e cp^, Card [a^p^, | a e et a|^^ G R+*.a} < 2. 

- (DDR3.1): T'' cZ. 

- (DDR 3.2) : Pour tout a g et m g U^, n\u).Z.n\u)-^ = Z, n\u)Uan\u)-^ = U.a et n\u)U.an\u)-^ = Ua. 

Remarquons que (DDR 1) entraine que pour tout a, cpa + 0. En particulier, il existe ûr g tel que ker(a) = 
ker(ûr) n i?'', et même {x g t?'' | a(x) > o} = |x g t?'' | or(x) > o}. 

Concernant l'immeuble vectoriel, on suppose : 
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- (DIV):G''./i,n/ = Â'^. 

On se donne encore une partie Jj de I. On note = A n Jj), et on suppose : 

- (DM 1) : Jj est stable par et pour toute facette sphérique / c J, /j n Jy? est une partie convexe de I p 

- (DM 2) : Ajj est un sous-espace affine de A(r) dirigé par V'', et A n est l'adhérence dans A de Aj. 

- (DM 3) : Pour toute facette sphérique f rencontrant Â^, il existe une facette F de Ay>, rencontrant Jj, qui n'est 
pas contenue dans l'adhérence d'une autre facette F' de Jy' rencontrant Jj. 

- (DM 4) : est stable par A^l 

La condition (DM 3) est non triviale : par exemple si Aj est un mur, il pourrait exister un autre appartement Z 
contenant Aj tel que Z n J|j soit une bande dans Z, contenant Aj dans son intérieur. Alors si F est une facette de A 
maximale dans Aj (une cloison), elle est dans l'adhérence d'une chambre de Z coupant Jjj. 

Grâce à (DDRl), on définit pour tout a e c^'', et m e u\, 

(fiiu) := sup € R U {ooj I M e Ua,k] ■ 
On suppose enfin les deux hypothèses suivantes concernant les valuations : 

- (DVl) : € A|j" autrement dit, le point o e A(T) tel que Va e (f>, Ua,o fixe o est dans Aj. 

- (DV 2) : Va 6 0", Card(^^(t/^) > 3. 

Les conditions (DV 1) et (DM 2) imposent donc que A n - o + 

Hormis le fait qu'on ne suppose pas <p fini, ces hypothèses sont plus fortes que celles de [BT72] : on a rajouté 
(DSR), (DIV) et (DM 4). (Par ailleurs, on a renommé les (DI x) en (DM x).) 

4.2 Descente dans l'immeuble vectoriel 

Conformément à nos notations, est le cône de Tits dans V'^ défini par le système de racines <p^. En général, on 
verra qu'il est plus grand que A^^, ce qui empêche immédiatement de plonger l'immeuble dans I. Cependant, nous 
allons voir que Â intersecte chaque facette de Â^, ce qui permettra quand même d'identifier à l'intérieur de I une 
réaUsation de l'immeuble de £)''. Cette réalisation sera notée 

Lenune 4.2.1. Soit a e II'' une racine simple. Alors : 

- // existe une partie équilibrée Ùde A telle que Ù. c D{a) c Cl^iÙ), 

- P{Ô{a)) =Z^Ua, 

- Pour tout u e Ua\ {e}, n\u) permute Ô{à) etÔ{-à), 

- N'^ciNn Stab(Â'i,)) • Z. 

En particulier, l'action de N'^ sur I stabilise A(,. 

Remarque: Ceci entraine en particulier que ipa est fini, et permet de prouver que les groupes lJa,A définis plus haut 
sont les mêmes que ceux définis à partir de comme dans la définition 2.2.1. 

Preuve du lemme: 

Soit f?^ la cloison de Ù telle que ker(a) - Vect^(»î''), alors d'après (DSR), coupe i^sph- Comme i^sph est un 
cône ouvert dans V, il existe un cône m c m'', inclus dans une facette sphérique de A et contenant un ouvert de n^. 
Alors l'enveloppe convexe de m U -m est ker(a). Soit encore x e C?" n Â*sph, alors Î2 := m U -m U {x\ est une partie 
équiUbrée, incluse dans D{a), et D{a) c Cl^(O). 

Le sous-groupe parabolique P{Ô{a)) - P(0.) admet donc une décomposition de Lévi. Son facteur de Lévi est 
FixG0ia) U -D{a)) = FixG(Ai,) = Z, et son facteur unipotent est Ua, par définition. D'ovi P0{a)) = Z x Ua- 
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Soit u e Ua\ [e}. Alors (DDR 3.2) entraine que n\u) conjugue P(D(a)) en P(i5(-a)). Mais P(D(a)) est un sous- 
groupe parabolique de M(ker(a)) (correspondant à la facette contenant i5(a)/ker(a)). Choisissons un Borel pour 
M(ker(a)) dans P{D{a)), et un autre B~ dans P{D{-a)), alors il existe n € N n M(ker(a)) tel que B~ = nB^n'^. Alors 
n.P{D{a))rr^ et P(D(-a)) - n^{u).P{D{a)).n\uY^ sont deux paraboliques conjugués dans M(ker(fl)) (remarquer que 
n''(M) G M(ker(a)) ) contenant un même Borel : ils sont égaux. (On a en fait prouvé que les deux facettes contenant 
Ô{a)l ker(a) et Ô{-a)l ker(a) sont de même type.) 

Dès lors, nn^iuY^ E M(ker(a)) stabilise les deux paraboliques P0{d)) et P0{-d)). Donc nri^{u)~^ e P0(a)) n 
PiDi-a)) = Z et n\u) G N.Z. 

Donc n\u)A^ = nA\^ c A. Avec l'hypothèse (DIV), on obtient en plus r^(u)A\^ c G^A\^ n A = Aj,. Donc r^{u) 
stabilise At,. Comme Z fixe A\^, l'élément n g Z.r^{u) stabilise aussi A\^. 

Enfin, le fait que r^{u) échange P(D(a)) et P(D(-a)) entraine que n^(u) échange Cl^(D(a)) et Cl^D(-a)), mais 
Cl^0id)) n A[, = D(a), et similairement pour -a, donc n^iu) échange D(a) et D(-a). 

Comme A^'i = ( [n\u) \a€ll^, u€ U^] ), et 7"'' c Z par (DDR 3.1), l'inclusion c (ATn Stab(Â'i,)).Z est 
maintenant claire. □ 



Définition 4.2.2. Pour tout n G A^^ soient n' € N r\ Stab(A[,) et z & Z tels que n = n'z- On pose Vi^(n) = v(n')\^. 

Ceci est bien défini car N HZ fixe V''. Notons qu'il s'agit juste de la restriction à A[, de l'action de n sur I, étendue 
par linéarité à V^, ce qui est possible car engendre par (DSR). 

Proposition 4.2.3. 

1. Pour tout n G A'^ yt|(«) stabilise et Â^. L'application est une action de groupe, elle stabilise l'ensemble des 
facettes de Â^, et induit sur cet ensemble la même action que v^. 

2. Chaque facette f^ de rencontre Â, et f^ r\Â est l'intersection de V^'' avec une réunion de facettes de Â. Si f^ 
est sphérique, elle rencontre A^ph- 

Remarque: En conséquence, la condition (DSR) est vérifiée pour n'importe quelle chambre de Â^, et le lenmie 
précédent est vrai pour n'importe quelle racine a g 0*' (et non seulement a g II''). 

Démonstration: 

Soit t G Par (DDR 3.1), t g Z donc v^^it) = id = v^it). Ainsi et coïncident sur ri 

De plus, la description de i^i, conome extension par Unéarité de l'action de sur Ai, montre qu'il s'agit d'une action 
de groupe. 

Ensuite, soit a G II'', m G Ua\{e] cln = n\u). Comme A[, engendre par la condition (DSR), le lemme montre que 
^\^{ri) stabilise t?''. De plus, il fixe ker(a) et échange les demi-espaces déhmités par cet hyperplan. Enfin, ^\^{n)^ = ^^^{n}) 
mais n^ e donc î^i,(n^) = W^, par la première phrase de cette preuve. Ceci prouve que ^^^in) est une réflexion 
d' hyperplan ker(a). 

Montrons maintenant que vi](n) préserve l'ensemble des murs de Â^. Soit b G II''. D'après le lemme, Z OUb - {e}. 
Soit Uh e U^X {e}, alors u/, i Z. L'élément ui, fixe D(b), et s'il fixait également une facette / rencontrant A j, mais pas 
Dib), alors en appliquant, grâce au lemme, la proposition 2.1.4, 3, Ub fixerait Cl0ib) U /), ce qui contient A|,. Mais 
c'est impossible car Ub ^ Z. Ainsi Fix^^{ub) = D{b). 

Alors Fix^ (nw^n"') = ^\^{ri).D{b), et par aiUeurs, comme nubn~^ g f/r„.fc, nubn~^ fixe le demi-cône Ôirl.b). Donc 

Ôirl.b) c Pi,in).Ôib). De la même manière, Dir^i-b)) c ^{n).É{-b). Et comme Ô{rl{b)) U Ô{ri{-b)) = ÛQ)) U 
D(-h), on obtient l'égalité Dir^-b) - v^in).Dib). En particulier, le bord de D{r\.b) rencontre Agph et engendre un 
hyperplan de V'', il s'agit donc de ]i&r{r\.b). Ainsi le mur ker(è) est envoyé par v{n) sur ker(ra.è). 
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Nous avons en particulier prouvé que pour toutes racines simples a,b e n\ le mur kei(ra.b) rencontre Asph- Ceci 
permet de recommencer le raisonnement du paragraphe précédent, et de prouver que pour toute racine simple c e II, 
pour tout Me e U^, v(n\uc)).ker(ra.b) = ker(rl.ra.b). Puis finalement, nous obtenons que tout mur de rencontre /^sph, 
et que permute l'ensemble de ces murs de la même manière que i^. 

Soit a €U^,u € Ua\ {e}. Alors l'image v\^in).d^ de la chambre (?' donnée par (DSR) est une autre chambre de Â^, et 

son adhérence contient nker(a), il s'agit donc r^-Ô^. Le même résultat est encore vrai pour -Ô^, puis par l'argument 
standard des complexes de chambre minces, on prouve que Vi^(n) agit comme sur l'ensemble des chambres de Â^, et 
ceci entraine que v^^(n) agit comme sur l'ensemble des facettes de En particuUer, P^^in) stabilise Â^. 
Le premier point est ainsi prouvé. 

Le second point est maintenant facile. On a ^ = Vi^(N^).Ô^ U Vf^(N^).-Ô^, donc toute facette de s'écrit v^^(n).f^ 
pour un certain n € et une facette de Ô^. Par définition de vi,, v^{n).f^ - v{n').^ pour un certain n' e A^. Comme 
i^et i^sph sont stables par v, ceci intersecte Â, et même ^sph si est sphérique. 

De plus, n est déUmitée par des cônes de la forme ker(a) n Â qui sont traces de murs de Â. Ceci entraîne 
l'existence d'une fanoille de facettes (/) telle que n = (U, fù n î?''. □ 

On définit les murs de comme étant les ker(a) n pour a e (p^. D'après la proposition, muni de v\^ est, 
tout connme ^ muni de i^, une réalisation géométrique du complexe de Coxeter associé à muni de son action de 
A^^ Cependant, ni l'une ni l'autre ne sont en général l'appartement de référence pour l'immeuble 1°' de la donnée 
radicielle D^, au sens de 2.1.2 car ils ne sont pas forcément essentiels. Soit - H,, ker(fl) la plus petite facette de Â^. 
Il s'agit d'un sous-espace vectoriel de V'', et l'appartement de référence pour J'' est :- Â^lf^. Les actions et vi, ne 
coïncident en général pas sur puisqu'on peut modifier la famille {a^)ae,t>=' n'importe quelle famille d'éléments 
dans /o, tout en gardant une famille de coracines pour 

Par contre, sur V,? := VV.^^ on peut montrer que et coïncident. En effet, pour tout t e T'^, v'^if) - Id - v^{f). 
Ensuite, soit a e (^'' et « e n\Ua \ {e}). Alors v^{n)v^^{n) stabilise chaque facette, donc en particulier induit une ho- 

mothétie de rapport positif sur chaque facette de dimension 1. En conjuguant par d'autres éléments de A^^ on voit que 
le rapport d'homothétie est le même dans chaque facette de dimension 1 d'un même type. Finalement, >*(n)i^i,(n)"^ est 
une homothétie sur chaque composante irréductible de Vg. Alors v''(«)vi,(n) ' commute à v^{n), permettant de voir que 
(v''(n)yi,(n)~')^ = ^{n^)v\^{n^Y^ - Id car e T^. Donc le rapport d'homothétie est partout 1. 

On pose Jj, = g''. Al, c J, on définit ses appartements, ses facettes, ses murs comme étant les images pjir les 
éléments de de l'appartement A(, et de ses murs et facettes. 

Proposition 4.2.4. J(, est une réalisation géométrique de l'immeuble de T^, autrement dit le complexe simplicial 
formé des facettes de /[,, avec son action de et la relation d'ordre "être dans l'adhérence de" est isomorphe à 
l'immeuble abstrait de £)''. 

Démonstration: 

On veut définir une application entre les facettes de j'' et celles de On pose : 

g-f ^ g.iif + f^)nX) 

, pour tout ^ e G^i et / facette de Â^. 

Vérifions que j*est bien définie. Si g./ = h.ê dans J'', avec g,h € G^ et € alors il existe n tel que 

i = «./(dans 4) et g-^hn e P\f). Alors v^{n).{ê+ f^) = v^(n).(e + /^) = /+ Soient n' e AT et z e Z tels que 
n = n'z, alors par définition de v\^, v^^in) = v(n')l0. D'où ë+ ^ = v{n).{f + f^) dans J. 
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Comme g-^hn' = g-^hnz''' e P\f).P{f + /^), et comme, d'après (DDR 1) et (DDR 3.1), P\f) c Pif + /^), on 
prouve que g.f = h.b dans I. 

Ainsi / est bien définie. Elle est clairement G''-équivariante, son image est Ji,, et sa restriction à !F(i4^) est un 
isomorphisme de complexe de Coxeter sur T(A\^. Maintenant, le fait que tout couple de facettes de est inclus dans 
un appartement, qui est image de par un élément de G^, prouve l'injectivité. □ 

Définition 4.2.5. Pour toute facette f de î^, on note P\f) = P\f^lj^), M^^{f) = M^flj^) et U\f) = U\flj^). 

Notons que est une partie de facette de J'', mais son fixateur et ses facteurs unipotent et de Lévi sont égaux 
aux fixateur, facteur unipotent et facteur de Lévi de cette facette. 

-* -* -* -> 

Proposition 4.2.6. Soit une facette de et f une facette de I rencontrant f^^. Alors : 

- P\f)^P(i)nG^ = P(f)nG\ 

- u\ft)_^= Uif) n = U(f) n ^ 

- if) = M^f) n G'' = M//) n G^ si f est dans l'appartement Âi^, 

- T^=ZnG\ 

- pour tout a e 0^ f/^ = f/o n Gl 
Démonstration: 

Par la proposition précédente, P\f^ = Fixc*(^/J^) = Pif n n G^i c Pif) n Gl De plus, si ^ e G*" n Pif), alors 
g fixe une partie de la facette f^, et donc g fixe cette facette. D'où l'inclusion Çj^ n Pif) c P''(/t|). 

Maintenant, on obtient directement, si ^ est dans Â^, (^) = P\f^ n P''(op/^(^)) = G^r\ Pif) n P(op/^)) = 
n M//;) = G^ n Pif) n P(op//)) = G^ n M//). 

Ensuite, U\f) est le sous-groupe distingué de P\fti) engendré par les Ua, a e (l>^"if). Chacun de ces Ua est 
bien inclus dans Uif) et dans Uif), et P^if) c Pif) n Pif, donc Uif) et Uif sont normaUsés par P^if). D'où 
l'inclusion f/^(X) c f/(/;) n f/(/) n Gl 

Une fois choisi un appartement contenant f, les décompositions de Lévi P\ft) - M^if\^) « îy''(/t|) et Pif) = 
Mif) X Uif) permettent de prouver Uif nG^c U\f). 

On a alors U\f]^ = G*" n î/(/) c G'' n f/(/i,). L'inclusion manquante est évidente car Uif\^ c Uif), car f\^ contient 
une partie de la facette /. 

Par le premier point, pour toute partie Â^^, F^iQ) = PiQ) n G''. En particuher, pour tout a g. (p^, P\Ôia)) = 
PiDia))nG^ = iZ<xUa)r\G\ comme on l'a vu dans le lemme 4.2. 1 . Mais P\Dia)) admet par ailleurs la décomposition 
de Lévi P^Dia)) = x u\. Les inclusions T*" c Z et f/^ c Ua permettent alors de prouver que = Z n G*" et 

Ul^UaC^ G\ □ 



4.3 Descente de la yaluation 

On suppose désormais que Q vérifie (para 2.1*")(sph). 
Lemme 4.3.1. A/* c N.QÏÂi). 
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Preuve du lemme: Le groupe A^'' stabilise par (DM 4). Et le groupe Q{Ai^) est transitif sur les appartements conte- 
nant Aj, par le corollaire 3.9.4, car Aj contient des points sphériques positifs et négatifs, et Q vérifie (para 2.1'^")(sph). 
□ 

On étudie maintenant l'action de G'' sur A, et on prouve que ip^ est une valuation pour 

Comme o e A|j, on peut identifier chaque a e (p^ h. une forme affine sur Aj s' annulant en o, et on note pour tout 
a e (^'i et i e R, D{a, /i) = {x e Aj | a{x) + /l > O} et M{a, /î) = {x e Ajj | a{x) + /l = O}. 

Proposition 4.3.2. Pour tout a e (p^, pour tout u e u\, FixA,(M) = D{a, (fiaiu)), et l'action de n{u) sur I induit sur Aj 
une réflexion selon l'hyperplan M{a, i^aW). 
La famille (p^ forme une valuation pour T^. 

Démonstration: 

Soit a e^\ke R. Pour tout a e </>„, soitr € R+* tel que «Ij^^ - r.a, alors Ua,rk = Ua(D(a,k)).OTY{^f,^^^^ Ua(D(a,k)) 
est égal au groupe Q(D(a, k)) n Ua, grâce à 3.7.10 car (pa^red est une partie nilpotente de racines. Le fait qu'il s'agisse 
d'un groupe prouve que c'est Ua,k- Donc Ua,k = Ylae^a.red Ua(D(a,k)) = Uar\ Q(D{a,k)). 

Soit u e f/fl. Sachant que FixA(M) est une intersection de demi-appartements dirigés par des Ô(a), a e <pa (3.7.7), 
on voit que FixA,(u) est un demi-espace dirigé par D{a). La description qu'on vient d'obtenir des Ua,k entraîne alors 
que FixA,(M) = D{a,ip\{u)). 

Soit OT^ une cloison de A^ contenue dans ker(fl). Comme intersecte Asph, il existe une facette m de A, sphérique, 
contenant un ouvert de m^^. On note - {M^{m),{Ua,(fa)ae<p'"{tn))- H s'agit d'une donnée radicielle valuée de type 
fini. On note également - (M^ {^n\^), (ul)ae,p'f(at^y), il s'agit d'une donnée radicielle de type fini. Avec la partie 
d'immeuble = Jj n 1^, ces deux données radicielles vérifient les hypothèses du théorème [BT72] 9.2.10. En 
conclusion, la valuation {tpa)as<if{A) se descend à une valuation de £)^^, qui n'est autre (si on compare la définition de 

[BT72] 9.1.6 à celle du présent texte) que {^p^a)ae,i>^'"{mi,)- Ainsi, {<^ci)a€(p^(ûi) est une valuation. Comme ^^"'{fh^ contient 
au moins a et -a, on obtient directement (V2.2) et (V5) pour la racine a. 

Soient u',u" e U-a tels que n{u) = u'uu" . Alors par (V5), (p-a{u') = (p^aiu") - -ipa{u). Donc u' et u" fixent 
D{-a, -<Paiu)), et n(u) fixe M(u, (f^iu)). 

Montrons que n(u) agit sur Ajj comme une réflexion. Soient n' e N et q e Q(A^) c Z tels que n(u) = n'.q. Alors 
i^ti(n(M)) = vin')\pt, et c'est une réflexion dans (4.2.3, 1). Donc n' induit une réflexion sur Ajj. Mais n(u) agit sur Aj 
comme n' car n{u)~^n' e Q{A^. Donc n{u) induit bien sur Aj une réflexion selon l'hyperplan M{a, (fii(u))- 

Il est maintenant facile de vérifier que (p^ est une valuation. On a déjà supposé (V 0) : il s'agit de (DV2). Le (V 1) 
est clair, (V 2) découle du leimne 2.2.4, valide car ^ et co'incident. La condition (V 3) est facilement vérifiée grâce 
à (DR 2) (D^ est une donnée radicielle) et grâce à la caractérisation de <Paiu) par les points fixes de u. Enfin (V 4) est 
évident sur la définition de □ 



4.4 Descente de la famille de parahoriques 

La dernière étape avant d'obtenir une masure bordée pour le groupe G*" est de définir une famille de parahoriques 
pour (£)'', (f^). Pour commencer, on décrit une réalisation Ai, de l'appartement affine en utilisant la masure bordée J. 

Comme est à base libre dans (V^)*, on peut, quitte à remplacer (p par une valuation équipoUente, supposer que 
(fi'^ est spéciale, conune dans la partie 3. 

On construit alors l'appartement Ai, conraie dans 3.1 : il s'agit de l'ensemble Ai, des cônes dans Aj dirigés par une 
facette de A\^, quotienté par la relation f ~ g fC\g contient un sep de / et de g. Pour une facette de A^, l'ensemble 
des classes de cônes dirigés par /i, est appelé la façade de direction /t, et noté A^. Remarquons que pour toute facette 
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/ de A contenant un ouvert de /[,, la façade A^^^ est isomorphe à prjiA^ ou encore à Aj n A^, on pourra noter prj> cet 

isomorphisme, et pr^^ sa réciproque. La façade principale est Aj^^, où est la plus petite facette de Â'j,. 

Les murs, demi-appartements, facettes sont définis à partir de et de comme dans 3.1. L'action de A^*" stabilise 
Aj) et l'ensemble des facettes de A;,, elle induit donc une action sur A;, par automorphismes. 

Soit /t, une facette de A\^, soient (/i),e/ les facettes de A qui contiennent un ouvert de fi^, autrement dit les facettes 
maximales parmi celles qui recouvrent /t,. On pose alors, pour tout a g A^ : 

Q\a)^f]Q(pr^ia))nGK 

Remarque: Si /t, est sphérique, alors les fi le sont aussi et en utilisant 3.9.2 puis (para 2. !)(/]■) pour chaque i, on 
voit que tous les Qiprj>ia)) n P^ifi) sont égaux, de sorte que Q\à) est égal à n'importe lequel de ces groupes. 

Lemme 4.4.1. Soit a e A\^, soit /t, la direction de la façade de a, soient (fdiei les facettes de Â contenant un ouvert de 
f\^, notons pour tout i € I ai = pr^{a). 
Alors 

n StabA,(X).e({a,},-,7) = N^ii).Q\a) . 

Preuve du lemme: 

L'inclusion D vient de 7^'' c N.Q(A^). 

Réciproquement, soit g - nq e C'^ Ci stahN{f).Q{{ai]i(:j). Soit g - u^n^q^ une écriture de g dans la décomposition 
d'iwasawa = U\é^.N''^ .G\a), avec (?[, une chambre dont l'adhérence contient /t,. 

Soit i e /. Soit une chambre de Â'dont l'adhérence contient un ouvert de et n'^f. Soient n' e N, z & ô('^jt) 
tels que n^ - n'z. Alors pour tout i € I, g - e.n.q - u^.n' .(zq^) sont deux écritures de g dans la décomposition 

d'Iwasawa G = U(Ci).N.Q(ai). Par la proposition 3.7.6, applicable car f c nC,, n^'n' e Nia,). Au total, = 
n-^n^-^ € N{{ai]iei) d'où n e nle({ûi,},e/). Alors g ^ nq e n\Q{{ai}) n c NK(Qi{ai}iei) n G^) = N^Q\a). □ 

Proposition 4.4.2. La famille est une bonne famille de parahoriques pour (£)'', (p^). Si Q vérifie (para 2.1^ )(sph), 
alors ^ aussi. 

Remarque: La condition (para 2.1"^")(sph) ne semble pas se descendre à g'', en tout cas pas de manière évidente. 
Démonstration: 

On fixe une facette f^ e 'J^{A\^ et un point x € A^^, on note (/j),e/ l'ensemble des facettes de A contenant un ouvert 
de et pour tout i e /, on pose x,- - prj{x). 

Pour tout; e /,onat/''(X) c t/(^) c t/(/i),donc U^if^ c gH-ï). D'autre part, pour tout; e /, ^(x) c P(fi)nG^ = 

P\j^) = p\f^). D'où Q\x) c P\f^), donc vérifie (para 0.1). 

Soit n G N\x). Modulo un élément z g Q{A^), qui fixe donc tous les x,, on peut supposer n e N(x). Alors 

il existe un représentant f - y + f de x inclus dans Aj, tel que f n n.f contient un sep de f. Autrement dit, 

-> > -> -> > ^ -> -> 

n G N(fif) et yn(y) G Vect(/i,). Ceci imphque directement n g N(fi) et ^«(j) g Yectif) (car Vect(/i,) = Vect(/i)). D'où 

n G Nipr^iy)) = A^(x,). Ceci prouve (para 0.2). 

Les deux conditions (para 0.3) et (para 0.4) sont claires, donc g'' est une famille de parahoriques. 
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Soit ^1, une facette sphérique de n Â^^. Soit g e Q'^ix) n /'''(^i,). Soit ^ une facette de Â contenant un ouvert de ^t,, 
il existe i ê I tel que / c ^, alors g g n c Q{prg{Xi)) = Qiprgiprg^^ix))). D'où (para 2.1)(sph). 

Montrons (para sph) : supposons ^ sphérique et montrons que Q\x) = P\x) = U\f^).N^{x).G\<p'^(J^), x). Soit 
i e I, alors fi est sphérique (proposition 4.2.3) et : 

Q\x) = QiXi)nP\f^) 
= Pixi)nP\j;) 

= u{fd X mxù.Girifù, X)) n i^u{) 

Avec la décomposition de Lévi P\fi) = U\fi) x M^(/^) = (f/(/) n G^) x (M(/T) n G") (par 4.2.6), on obtient : 

Q\x) = {u{fi)r^G^)x{N{xi).G{r{f^,x)C^G^) 
= U\fi) X {N{xi).G{rifù, x) n G^) . 

C'est la proposition 9.1.17 de [BT72], apphquée aux données radicielles et et avec 5'' = T'^, qui indique alors 

que N{xi).G{(jf{fd,x) n G*! = N\xi).G\(p^{fd,x). Comme N^{Xi) c N\x) et <p^{fd = (p^ij^), on a bien obtenu 
Q\x) c /'^(x). 

Montrons (paiainj) : soit n e AT'' n Q^(a) = AT^i n /'(^) n g({a,}ie/). Soit ao g tel que a = [ao + 
alors n.a = [n.oo + /i,]. De plus, pour un ; e / quelconque, le fait que n.a, = n.[ao + /j] = a,- entraine que 
aoniao) e Vect(/;) = Vect(/[|). Donc n.[ao + /t|] = [ao + autrement dit n e N\a). 

Il ne manque à ^ plus que (para 2.2)(sph) pour être une bonne famille de parahoriques. Soit donc une facette 
de f* n Â*sph et g e Af''.g''(x) n P(^i,) = Ar''(X)-ô''(-^) ^(^l|)- Soient (^,)j€/ des facettes de Â contenant un ouvert de ^\^, 
telles que pour tout / e I fi c gi. 

Pour tout i e /, on a g e A^(X)Ô(x,) n P(^,) c N{fi"ù-Q{xi) n P(^,) = N{fd.Q{{xi,prgMi)})- Donc par 3.9.3, 
^ € P(^i,) n Hie/ N{fd.Q{{xu prg^ixi)]) c iV.e({xi, priXxi)},-^/) n P{^^) = N{^^).Q{[xu prg.ixdh^,). Si ^ est une facette 
de A contenant un ouvert de g^ qui ne figure pas parmi les gi, alors ô({x,, /?r|,(x,))ie/) c Q(prg(x) (voir la remarque 
précédant le lemme). Alors comme de plus g e G^, on obtient par le lemme g e N'^ig^.Q^prgtix)). 

Supposons que Q satisfasse à (para2.1'^)(sph). Soit g /* n A^^, soit g g Q\a) n P\^\{). Alors pour tout ï, 
g G g(a,) n /"(^j) = Qiui + ^i). Ceci entraine bien que g €Q\a + g^^). □ 



4.5 Injection des façades 

Soit = liQ^) la masure bordée pour G^ qu'on vient d'obtenir. Le but de ce paragraphe est d'identifier certaines 
façades de j'' à des parties de I. Soit f^^ une facette de A^^, soit / une facette de A contenant un ouvert de fi^^. Conune on 
l'adéjàdit, l'injection Aj^^ A^ est bien définie par [att + /i,] i-> [aj +/], pour tout aj g Aj. Nous voulons à présent 

étudier l'injection de dans Jy. 

l\ ^ If 

Proposition 4.5.1. La fionction j jf : ■' ^ est bien définie et G'^-équivariante. 

^ IsM + fui^ ^ [5, [«)) + /]] 

Si fi est sphérique, elle est de plus injective. 
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Démonstration: Soient g,h € G'^ eta,b € A^^^ tels que (g, à) ~^ (h, b). Soient aj, e Aj tels que a = [aj + /t,] et 
b = [b^ + fi^], notons encore a' = [oj + /] et b' = [bf^ + /]. 

Soit n e N'^ tel que n.a = è et g^^hn e ô''(a). Donc n.ia^ + /t,) n (/jj + /[,) 0. Comme / contient un ouvert de /[,, 
ceci entraine «.(aj + f) C\ {b^^ + f) %.\\ existe n' e et z e 2(Ak) tels que n - n'z, alors n'.(a^ + f) - n.{a^ + f), et 
nous venons de voir que ce cône est équivalent hb^ + f. Ainsi, n' .a' = b'. 

De plus g^^hn' - g^^hnz'^ £ ^{a).Q{a') = Qia'). Donc {g, à) ~q (h, b), et la fonction est bien définie. EUe est 
clairement équivariante. 

Gardant les notations précédentes, supposons maintenant /[, sphérique et (g, a') ~q (h,b'). Donc g^^h.b' = a' et 
g-^h e Q{a').N n P\X). Comme Q{a') c P{f), on a en fait g-^h e g(fl')-W')- Mais N{f) = A'(X) d'où finalement 
g-'h € {(Q(a') n Pifn)).N(K)) n /^^(X). Soient (/) iei les facettes de A contenant un ouvert de f^^, et (aO/e/ les projetés 
de a dans les façades A^^. Comme les ^ sont sphériques et comme Q vérifie (para 2. 1 + )(sph), Q{a') n P(f^) = ô(a') 
P(Ui fi) = ô({«,}i€/). Alors le lemme 4.4.1 prouve que g-'^h g Q\a).N^{:^). Soit n e N^i;^) tel que g-'/î € Q\a)n-\ il 
reste à prouver que n.a = Z?. Sachant que Q\à) c Q{a') ei g'^h.b' = a', on a déjà n.a' = fc'.Doncn.(a))+/)n(fc))+/) 0. 
Donc n(a)))fcj e Vect(/) n y*" = Vect(^). Donc n.(att + X) n (b^ □ 
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5 Le cas Kac-Moody 



On adopte la définition de J. Tits pour les groupes de Kac-Moody, et on se réfère principalement à [Ré02]. 

5.1 Rappels et notations 

5.1.1 Groupes de Kac-Moody déployés 

Soit G un groupe de Kac-Moody déployé sur un corps K, il s'agit donc d'un foncteur des K-algèbres vers les 
groupes. Comme tout groupe de Kac-Moody, G vient avec une algèbre de Kac-Moody g et une action Ad : G Autiq) 
appelée l'action adjointe. 

Pour chaque tore maximal T, on note T* son groupe de caractères et Tt son groupe de cocaractères. On définit une 
forme bilinéaire (., .) : x — » Z par (x,h) - n six ° h{k) - k" pour tout k eK. 

A chaque tore maximal T correspond un système de racines ^'^(T) tel que F algèbre de Kac-Moody g(K) est graduée 
par (p'^iT) U {0}. On note toujours ViT) l'espace vectoriel réel tel que (p'^iT) c ViT)*, toute base de (p'^ÇT) est une base 
de ^(T). On note aussi Q(T) = Z.(f>'^(T) le réseau des racines, il existe un morphisme de Q(T) dans T*, noté a i-^ â, 
qui s'étend à une application linéaire de V(T)* dans T* i8> R. 

Une racine est soit réelle, soit imaginaire, on note (piT) l'ensemble des racines réelles, et <p^'°(T) celui des racines 
imaginaires. L'ensemble (p^ÇT) est appelé le système complet de racines. Dans la suite, ce sera le plus souvent (piT) 
qui interviendra, ce qui explique qu'on ait choisi la notation la plus courte pour le désigner. 

Il existe une base de Chevalley iea)a€<puim de g. Pour chaque a € (p, Qa est de dimension 1 et la base contient un 
élément noté e„ de g„ \ {0). Par contre pour a une racine imaginaire, ou a = 0, g,i, peut être de dimension supérieure, 
et la base contiendra plusieurs élément de g». A chaque racine réelle a e (p(T) correspond un sous-groupe Ua de G, 
isomorphe au groupe additif. Il existe un choix des isomorphismes iua)a€<p entre les f/a(K) et (K, -i-) tels que pour 
a €<p, Ad(ua(k)) = exp(ad(kea)) = Ii„ ^ ® (^^^^) e Aut(g) (l'algèbre de Kac-Moody g(K) vaut K ® gz, où gz est une 
Z-algèbre de Lie stable par les n e N). Le tore T agit diagonalement, par Ad{t).ea = à(t).ea- 

Le groupe Ua est normalisé par T, plus précisément, la formule suivante est vérifiée pour A: e K et î e T{K) : 

tUa{k)r^ = Ua{â{t).k) 

On note A^(r) le normalisateur de T, il est engendré par T et les éléments riaik) :- u^aik^^)Uaik)u-a(k^^) 
pour a E et A; 6 K. On note également W(T) = N(T)/T le groupe de Weyl vectoriel relatif à T. La paire 
iW(T), inail).T)a€n) forme un système de Coxeter pour toute base H de cp. 

Tout ceci entraine que la famille (G(K), iUaiK))a€<fi(T)) est une dormée radicielle génératrice. 

Supposons maintenant K muni d'une valuation non triviale w : K — » R U {oo). Comme on l'a déjà dit (proposition 
2.2.3), la famille de fonction (p = i<Pa)a€<i>(T) définie par : 

Ua(K) R U {oo} 
Uaik) 1-^ ojik) 

est une valuation de cette donnée radicielle. 

Dans le cas d'un groupe de Kac-Moody, l'action de T sur A(T) peut être décrite un peu plus directement que dans 
le cas général d'une dormée radicielle (3.1.9). 

Proposition 5.1.1. Soit T un tore maximal de G. Alors pour tout t € T, le vecteur ^, est l'unique vecteur de ^(T) tel 
que : 

Va G (p, a(vt) = -oj(â(t)) . 
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Démonstration: 

Par la proposition 3.1.9, le vecteur v, est caractérisé par a(vt) = (paiu) - (paitur^), pour tout a e ^ et tout u 6 
Ua(K) \ [e]. 

Soit ûr e 0, et prenons u = Uail) (u i= e puisque u~^{e) = 0). Alors : 

= - <fa(Ua(âit).l)) 

Donc vérifie les égalités annoncées. L'unicité de est claire car engendre □ 

Nous avons vu (3.8.6) que les familles minimale et maximale de parahorique P et P sont fonctoriellement de 
bonnes familles de parahoriques. 

D'après [RoulO], il existe une bonne famille de parahoriques Q pour £), qui vérifie en outre (para 2.1"^)(sph) et 
(para dec). En particulier, tous les résultats de 3 s'appliquent à Q. 

5.1.2 Groupes de Kac-Moody presque déployés 

Soit maintenant un groupe de Kac-Moody G presque déployé sur un corps K. On suppose G déployé sur la clôture 
séparable de K. Il existe alors une extension galoisienne finie L de K, incluse dans Kj qui déploie G. On fixe un 
tore K-déployé T^. H existe un tore maximal T K-défini contenant Tk, et quitte à remplacer L par une autre extension 
galoisienne un peu plus grande, on peut supposer T L-déployé. 

Le groupe G(L) est tel que décrit au paragraphe précédent, et il admet une masure bordée Jl. On notera parfois G 
pour G(L), I pour J(L) et J pour Jl 

On suppose K muni d'une valuation non triviale a> : K — > R U oo (en particulier, K est infini). Soit F = gaC(L\K). 
On suppose K complet, ce qui entraîne en particulier que co se prolonge de manière unique à K„ et donc à L, la valua- 
tion obtenue est alors nécessairement F-stable. 

Bertrand Rémy a décrit dans [Ré02] chapitres 11,12 un immeuble vectoriel, et sa doimée radicielle pour G(K). 
Voici un résumé : 

Le groupe de Galois F agit par définition d'un groupe presque déployé sur G(L) et sur son algèbre de lie g(L), 
en vérifiant o-(Ad(g).x) = Ad(o-g).o-x pour g e G et x e ç\. Ceci définit une action de F sur Jl, par automorphismes 
d'immeubles, qui préserve les immeubles positif et négatif, mais qui ne préserve pas le type des facettes. On note 
J(K) - P, on prouve qu'il s'agit d'un immeuble pour G(K). 

Les appartements de J(K), qu'on appellera les K-appartements vectoriels, sont les parties maximales de J(K) de 
la forme E n A{T) avec E un sous-espace vectoriel de V(T) rencontrant Asph(r). Ils sont en bijection avec l'ensemble 
des tores K-déployés maximaux de G(K). Comme F ne respecte pas les types, un K-appartement n'est généralement 
pas une réunion de facettes de J(L). Un appartement de J(K) est toujours inclus dans un appartement de J qui est F- 
stable, ceci correspond à l'inclusion d'un tore K-déployé maximal dans un tore maximal défini sur K. Réciproquement, 
si Jrf c J est l'inclusion d'un tore déployé maximal dans un tore maximal défini sur K, alors A{T) est un appartement 
F-stable, dont le lieu des points fixes sous F est Ak( Jj). Le fixateur du K-appartement Ak( Jrf) est le centralisateur de 
Td, noté Z{Td). Le fixateur de A-gJiTa) dans G(K) est donc Z( J(;)(K) = Z{Jdf . Le stabilisateur de Ak( J^) est NiT^), il 
agit donc^sur via W{Ât£) := N{Td)IZ{Ta). 

Soit Ak un K-appartement vectoriel inclus dans un appartement vectoriel A. Ses murs sont les Ak n M pour M un 
mur d'un appartement A contenant Ak et tel que Ak n M n Asph # (cette dernière condition signifie que Ak n M 
est un mur réel). Ces murs font de un complexe de Coxeter, dont le groupe de Coxeter est W{Â-£). Les facettes 
de Ak sont des réunions de parties de la forme / pour / une facette de A F-stable. Une facette de Ak est sphérique 
si et seulement si elle coupe Asph (et donc contient une / , avec / une facette sphérique de A). Les racines pour Ak 
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sont les a\^^ pour a e (f>{A) telle que ker(ar) n est un mur réel, autrement dit rencontre Agph et n'est pas égal à Ak 

(donc «1^^^ 0). L'ensemble des racines de Ak noté 0(Ak) ou (p(Td) est un système de racines, pas forcément réduit 
contrairement à 0(A), et son groupe de Weyl est I^CAk). Les K-racines géométriques sont les demi-appartements de 

Pour tout a e (/>(Td), on note, conformément à 4.1, 0^ = |a € <p(T) \ a\^_^ e R^*.fl} et Ua - {Ua)a & <pa- Le 
sous-groupe radiciel associé à a est alors La famille £)k := (G(K), {Ua(JQ)ae4>(jS> donnée radicielle 

pour G(K) ([Ré02] 12.6.3). Il y a ici un petit conflit de notation puisque le groupe jouant le rôle de T pour la donnée 
radicielle £)k, c'est-à-dire Ha A^c(K)(î/a(K)), est en fait Z{Td}ÇK). 

L'immeuble que définit cette donnée radicielle n'est pas exactement J(K) = P , cependant ce dernier en est tout 
de même une bonne réalisation géométrique (voir [Ré02J 12.4.4 et 13.4.2). L'immeuble J(K) correspond en fait à 
l'immeuble Ji, de la partie 4, et l'immeuble de la donnée radicielle correspond à J". 

Le cas d'un groupe de Kac-Moody presque déployé comporte une simplification notable par rapport à la situation 
générale étudiée en 4 : pour toute facette sphérique /k de Ar, il n'existe qu'une seule facette de A contenant un ouvert 
de /k. En effet, dans le cas contraire il existerait un mur de A coupant l'intérieur de /k. Comme /k est sphérique, ce 
mur coupe A^ph n Ak, et donc induit un mur de Ak coupant /k, ce qui est impossible. 

5.2 Action du groupe de Galois 

On définit dans ce paragraphe une action du groupe F sur l'immeuble Jl. On rapelle qu'on a fixé un tore K-déployé 

maximal inclus dans un tore maximal K-défini et L-déployé T . Le tore T est donc F-stable, ce qui permettra de 
définir une action de F sur l'appartement A(r). L'extension de cette action à J ne posera ensuite aucun problème. 

5.2.1 Action de F sur A 

Dans cette partie, on note A = A{T), A - A(T), (p - 4>{T), V - V(T). Le fait que T est défini sur K imphque que 
A est F-stable, et cette action de F sur A s'étend par linéarité à V. De plus F permute les racines et les sous-groupes 
radiciels relatifs à T, de manière compatible à son action sur l'algèbre de Lie. On a précisément, pour cr e F et a e : 

O-Uaik) = Ua-a(o-(k).k'^) 

OÙ k"^ est défini par cr.ea - k'^.ea-a- 
D'où 

crUia, À) = Uio-ia), À + aÇ) 

où e IR vaut w(fej). 

Par conséquent, on veut définir une action de F sur A telle que a envoie D{a, À) sur D{cr{a), X + tcÇ). Cette action 
doit être compatible avec l'action vectorielle de F sur V, il ne reste donc qu'à déterminer l'image du point o. Voici en 
quelques mots la justification de la définition qui va suivre : 
Nous voulons crM{a, À) = M{cra, X + a>J), c'est-à-dire 

[ax e Fo I aix) -i- A = 0} = {x e Fq | (Ta{x) + X + (ol = Q} 

D faut donc que a(cr"^(x)) - (cra)(x) -i- (J^, et ce pour tout a e. (p. Soit û € tel que x = o + û, alors 

{aa){x) = {cra){it) = a{cr~^iit)). D'autre part, si nous définissons une action affine de cr sur A, dont la partie vec- 

^ > 

torielle coïncide avec l'action déjà connue de cr sur V, nous aurons cr'^ix) = o + ocr"'(o) -i- cr'^iiJ), puis a(<T"^(x)) = 

> > 

a{oa~^(o)) + a(a-~^(u)). Finalement, il nous faut faire en sorte que a(o(r~^{o)) = oj^. 

Lemme 5.2.1. Soit <t e F, on note Ua - pour a € (p. Soit S c W(T) un système générateur de réflexions, et 
n = {as)s€S <^ 4> la base de </> correspondante. Soient a, fi € (/>, s € S tels que a = s.fi = fi- < as, fi > as. Alors 

iOa = OJp- < Os, fi > OJas- 



58 



Remarque: On rappelle que par définition, < a,p >= P{a^). 

Preuve du lemme: On note pour y & <p,ky - k'^, donc ojy = ùj(ky). On note également ks = k^ , et on reprend les 
notations de [Ré02] chapitres 7 et 8. 

Puisque a = s.jS, on a = ±i*e^ = ±Ad(na/l)).ey3. (La notation s* désigne un automorphisme de g qui relève 
l'élément du groupe de Weyl s € W{(f), en caractéristique nulle, s* = exp(ad /,) exp(ad e^) exp(ad /,)). Appliquant cr 
à cette égalité, on trouve : 

= ±Ad(cr(n„/l))).o-(e^) 
= ±kpAd(na-aXks))eo-p 

= ±kisAd(no-a,(l)-ks"'")ea-i3 

= ±kfjk^,^""'^^Ad(na-aS^)).ea-fi 

— ,,11 -<a„/3> 

- + + HpUs e^(s).<7(fi) 

= ± ± kpkg ^cra 

D'où (Oa = < Os, fi > ù)a,- □ 



Comme H est une base de V*, il existe pour tout cr e F un vecteur Vg- e V tel que pour tout s e S, aviver) = ' . 
Alors d'après le lemme, on a aussi a{^^a■) = ' Po^r toute a €</>. 

Définition 5.2.2. Pour a eF et iî € ^, on pose 

cr{o + ît) = o + ^o- + cCif) 

Proposition 5.2.3. Laformule ci-avant s' étend à une action de groupe de T sur A, par isomorphismes d'appartements, 

compatible avec celle de N(T) au sens où (crn).x - cr(n(cr^Kx)), et compatible avec l 'action de Y sur les sous-groupes 
radiciels au sens où o:D(a,À) - D(o-a,fi) si o-.Ua,A = Ua-a,n- L'ensemble de ses points fixes est l'adhérence d'un 
sous-espace affine de A dirigé par . 

Démonstration: 

Pour vérifier qu'il s'agit d'une action de groupe, on vérifie la condition de cocycle attendue sur les of^. Soient a € <p, 
cr, y e r, on calcule dans l'algèbre de Lie g : 

yo-.ea = y{kZea-a) = y{ka)kl.„eya-a 

et d'autre part: 

yCr.eQ K(y Cyo-iy 

D'où la relation oS'J = a){y{k!^)) + ûj^q, = cJ^ + w^q,, la deuxième égalité car Y préserve la valuation lo. 

Maintenant, si y, cr e Y, on a pour ïi y(cr(o -\- îi)) = o + ^^y + y(^^a■) + ycriit). Par conséquent, il faut vérifier que 

Vya ^Vy + y(y,r)- 

Soit a e (/), alors a(vy+j(v a-)) = cjj, + (j^^ a)(va-) - cjI, Par le calcul précédent, ceci vaut ^ = w^""' = 

aivyo-). Comme Vya- est l'unique vecteur de V vérifiant cette relation pour tout a e (/>,on obtient bien Vya- = Vy + yCvo-), 
et l'action de Y sur A est bien une action de groupe. 

Par construction, Y agit par automorphismes affines et préserve l'ensemble des murs, cette action, a priori sur A, 
s'étend donc à une action sur A par automorphismes d'appartements. 

Montrons la compatibilité avec l'action de A^. Pour commencer, un élément de la forme «„(/), avec a e et / e L, 
induit sur A la réflexion r selon le mur M(a, (jj{ï)). L'élément o-(nail)) - na-a{cr(l)k'^) induit alors la réflexion selon le 
mur M{cra, ùj{1) + cJ^) = cr.M{a, ùjQ)). C'est bien la conjugaison par l'action de cr de la réflexion r. Comme N est 
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engendré par les n„(l) et T, il reste à vérifier que {(Tt).x - (T{t(o- 'x)) pour t e T. 
Soit donc t €T, d'après 5.1.1, / agit sur F par translation selon le vecteur défini par 

= -ojiâit)), Va e c i?* 



Or pour a e 0, or o cr = cr .or est encore dans (p et cr"i.ûr = cr o aocr €T* d'où : 

a(a-v,) = -ùj(a-~^ o â o o-(0) = -atiaicrt)), Vor € T* c f*. 

(la deuxième égalité car la valuation oj est F-stable.) 

Ceci entraine ^^a■t = cr(^t) d'où la relation de compatibilité entre les actions de t et de cr. 



Enfin, comme F est fini, son action sur À fixe un point, disons o'. Dès lors, = o' + V^. □ 



5.2.2 Action de F sur I 

On dira qu'une famille Q de parahoriques sur A(T) est F-stable si pour tout a e A(T) et tout cr e F, cr.Q(a) = 
Qicra). Les familles minimale et maximale de parahoriques sont clairement F-stables, il en est de même de la famille 
construite dans [RoulO]. 

Soit Q une bonne famille de parahoriques F-stable, par définition I{Q) - G x A{T)/ ~, où ~ est la relation 
d'équivalence définie par (g, x) ~ {h, y) o 3n e N(T) tqy - nx et g^^hn G Qix). Comme N(T) est K-défini, l'action 
de F sur G X A(T) par cr.(g, x) = (a-g, crx) passe au quotient et définit une action sur I{Q), cette action stabilise A{T) 
et prolonge l'action définie précédemment. 

Lemme 5.2.4. Le groupe F agit sur I par automorphismes de masure bordée, c'est-à-dire qu'il préserve l'ensemble 
des appartements de I et induit entre deux appartements un isomorphisme d'appartements. 

De plus, pour tous x e I, g e G, et cr e F, o-(gx) = crig)(r{x). Pour tout tore maximal T', cr{A{T')) = A(cr(7")). 
Enfin, pour toute facette f de I, c.Jy = I 

Preuve du lemme: 

Soit Z un appartement, soit g e GtelqueZ = g.A{T).MorsaZ = cr(g).A(r), c'est donc un appartement, l'appartement 
vectoriel lui correspondant est cr(^).A(7') = cr(gA{T)) = cr{Z). De plus, en notant œz la restriction de l'action de cr à 
Z, et cr^(7-) sa restriction à A(r), on a cr^ = cr(g)oo-A(T) °8~^- Comme cr(g) et cr^(r) induisent des isomorphismes 
entre les appartements concernés, az est bien un isomorphisme d'appartements. 

La relation cr(gx) = cr(^)cr(x) vient de la définition de l'action de F. Si T' est un autre tore maximal, soit g & G 
tel que T' = gTt-\ alors A{T') = g.A{T), d'où cr.A{T') = (r{g).cr{A{Ty) = aig).AiT) = A{o-ig)To-{g)~^). Mais 
(rig)TcT(gr' = <T(gTg-') = <t(T'). 

Enfin, si / est une facette de A, alors If= P(f)-A y donc cr-If = o-(P(f)).<T(A ^ = P{crf).A^jt = I^jt. Le cas où 
f ^A s'obtient par conjugaison par un élément g e G tel que g.f c A. □ 

En particulier, si dans un appartement Z y = x+z^, alors dans crZ cr{y) = cr{x) +o-z o"(i^. 
5.3 Action du normalisateur du tore déployé 

Nous avons obtenu pour tout tore maximal K-défini et L-déployé T contenant une partie A(T)^ stable par 
N(T){K) . Nous allons voir qu'on peut, au moins sous l'hypothèse que le corps L est "maximalement complet", 
trouver un autre espace afiine dirigé par Ak qui soit stable par NiT^XK), c'est-à-dire qui permette de vérifier (DM 4). 
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Cette partie n'est pas utilisée dans la suite. 

Soit ^ une facette maximale de i4K, f une facette de ^4* contenant im ouvert de Soit := If, c'estuninuneuble 

affine car / est sphérique, c'est en fait l'immeuble de Bruhat-Tits du groupe M^f) = Fixci^^) = ZÇr^). 

Les groupes Z{T^) et F agissent sur JT, et Z{T^){K) préserve l'ensemble J^^, qui contient le singleton pr^A{T)^). 

Lemme 5.3.1. L'ensemble J'^ est une partie non vide, bornée et convexe de J . 

Preuve du lemme: L'immeuble J est l'immeuble de Bruhat-Tits de Z{T^, c'est donc aussi l'immeuble du semi- 
simpUfié de 2(7"^), c'est-à-dire de Z{T^)/Z{Z{T^)). Conmie c Z{Z{T^)), et est un tore K-déployé maximal, ce 
semi-simplifié n'a pas de tore K-déployé, il est anisotrope. Alors la proposition 5.2.1 de [Rou77] entraine que est 
borné. 

C'est une partie convexe car F agit sur par automorphismes d'immeuble, et non vide car elle contient pr^A{T)^). 

□ 

Remarque: Sans supposer que la valuation de K est discrète, il n'est en général pas clair que l'immeuble de Z(T£) 
contienne un point F-fixe (voir [BT84] 5.1.6). Ici, c'est le fait d'avoir choisi L de manière à assurer l'existence d'un 
tore maximal L-déployé et K défini contenant qui a cette conséquence. 

Proposition 5.3.2. Si l'immeuble J' est complet, il existe un sous-espace affine Y(K) d'un appartement A de I, stable 
par NÇr^XK), fixe par F, dirigé par Vect^(AK). 

Remarque: L'immeuble est complet si et seulement si L est "maximalement complet", d'après [BT72] 7.5.4 et 
7.5.5, ce qui est le cas par exemple dès que la valuation de L est discrète. 

Démonstration: 

Le produit Z(rK)(K) x F agit sur J' en stabilisant J'^ . D'après le lemme et le fait que J' est complet, le théorème de 
point fixe de Bruhat-Tits prouve l'existence d'un point p g J'^ fixe par Z{Tt£)(K). Soit T' un tore maximal de Z{Tt£) 
tel que p e A(r')/- Soit F = pr'^ip) n A{T'), il s'agit de l'adhérence d'un espace afiine de A{T') stable par N{T-£}{K) 

et par F, et dirigé par yecig^j,^{f). Alors F agit sur Y par automorphismes affines, avec des orbites finies, donc Y admet 

lui même un point F-fixe p. Finalement, y(K) :=Y^ = p + Vect^(j,,^(^) = p + Vect^CÂ^) convient. □ 

On obtient de la sorte un espace F(K) c sur lequel agit N(T-g)(K). Cependant, on ne sait pas si il existe un 
appartement A le contenant tel que AC\I^ - Y(K). Autrement dit, en modifiant Y(K) pour satisfaire à (DM 4), on a 
perdu la condition (DM2). 

Pour résoudre cette difficulté, nous aurons besoin d'hypothèses sur le groupe G ou le corps K, et nous devrons 
choisir un Jj plus petit que I^. 

5.4 Descente 

5.4.1 Vérification des premières conditions de descente 

Proposition 5.4.1. Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un corps K, déployé sur une extension 
galoisienne L. On note JDk et 2\ les données radicielles pour G(L) et G(K), correspondant à un tore maximal L- 
déployé Tl et un tore K-déployé maximal inclus dans Ti^. Alors le couple (£)l, Dk) vérifie les conditions (DSR), 
(DDR) et (DIV). 

Si K est muni d'une valuation non triviale oj, alors toute valuation de JDl associée comme en 2.2.3 vérifie (DV 

2). 
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Supposons de plus Tl 'K-défini, soit une bonne famille de parahoriques vérifiant (para 2.1"^^ }(sph) pour 
(i^L. fù' soit Jl = I{QÙ' etT = gai:(h\M), qui agit donc sur Jl. Alors la donnée {Di,, (ft, Dk. J^i) satisfait aussi 
aux conditions ( DM 1), ( DM 2 ). 

Les conditions manquantes sont donc (DM 3) et (DM 4), ainsi que (DV 1), mais on peut toujours remplacer par 
une valuation équipollente pour satisfaire à cette dernière. 

On rappelle que, contrairement à ce que les notations pourraient faire croire, le groupe jouant le rôle de T dans la 
doimée radicieUe Dk est en fait Z(7'k)(K), qui contient en général strictement T^. 

De plus, on a pris Ak = AJ^, de manière à voir Jk comme une partie de Jl- C'est donc en général un complexe de 
Coxeter non essentiel, et ce n'est pas l'appartement obtenu abstraitement à partir de 4'iTd)- 

Pour le reste, on notera avec K en indice tous les objets habituellement obtenus à partir d'une dormée radicieUe. 

Voici le dictionnaire entre les objets K-rationels considérés ici et les objets de la partie 4 que l'on obtient : 

- 2) = Dl, = £»K, 

-G^= G(K), = Z{TM), = NiT^XK), 

- 4>^^ ^(Tfd, ul = Uas pour tout a e <p{T^), 

- V = V{Ti}, = Vtc^^^^^iÂK), 

- Jl, = J(K), Â^, = Â'k, 

- cp = ifi^, ip^ = ip^, 

- pour la deuxième partie de la proposition, on aura Jj = J^, donc = A(rL)^. 
Démonstration: On note V^l = ^{Tù, = ^^ct^jA^), Ai = A( Jl) et 0k = (p{T^)- 

- (DSR) ; On a = | a e et ker(a;) n Â^^ph + 0}- Par [Ré02J 12.4.4, toutes les facettes de Jr coupent J ; 
par 12.6 0k est à base libre ; enfin si /k est une facette sphérique de Â^, alors 0J^(/k) est fini, mais pour tout 
a € 0^(/k), 0L(ker(fl)) est aussi fini (car a est une K-racine réelle), donc au final 0^(/k) est fini, donc /k coupe 
au moins une facette sphérique. 



- (DDRl) : Pour tout a e 0k> on a VajL = \ \Ua,L I e 0l et a\^^ g [a, 2a}\ ) . Ceci est clairement inclus dans le 



- (DDR2) : Pour tout a e 0k. si or £ 0l est telle que a\p^ e R"^*.a, alors or|^^ £ <p^. Connme 0k est un système de 
racines, il ne peut y avoir plus de deux tels a\p^. 

- (DDR3) : Le groupe T'^ pour la doimée radicieUe !Dk est en fait Z( Jk)(K), avec Z( Jk) le centraUsateur du tore 
déployé maximal Jk, autrement dit le fixateur de A^. Or le groupe Z défini dans 4.1 est précisément ce fixateur. 
D'où l'inclusion Z( Jk)(K) c Z( Jr) = Z. 

Pour tout a £ 0k. u € U^, n{u) stabiUse Ak et donc normaUse Z. D agit sur Ak comme une réflexion d'hyperplan 
kera, à' où n{u)U an{u)~^ = U-a etn{u)U-aniu)~^ = Ua- 

- (DIV) : L'immeuble J(K) = J^ est stable par G(K), et J(K) n Â* = Â'k- D'où (DIV). 

- (DV2) : Soit t £ Jk(K), t induit sur A une translation de vecteur v, et t stabilise Ak donc v, £ Vk- Pour tout 
a £ 0K et A: £ R, on a tUa,kt~^ = Ua,k+a(^,)- Donc l'image de ^Ka est stable par le groupe Z.a(i^f), et il nous faut 
maintenant prouver qu'il existe t e Jk(K) tel que a{vt) + 0. 

Le vecteur v, est caractérisé par le fait que pour tout a £ 0l, aiyi) - -w(q;(/)) (proposition 5.1.1). En par- 
ticuUer, si a; £ 0l est telle que ar|^^ = a, alors a(i^f) = ai^t) = -a>(â(î)) = -ù)ià{t)), car â = âlr^. Mais 
«(Jk) 3 fl(fl^(K*)) = (K*)^, car {a,a^) = 2, et le résultat découle de ce que o) est une valuation non triviale sur 
K, donc sur (K*)^. 
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On suppose maintenant Tl K-défini, et on prend Jj = J^. On peut alors définir Ak = Aj[ = Aj. 

- (DM1) : La partie est clairement stable par G(K). Soit / une facette sphérique. Si = 0, alors il s'agit bien 

d'une partie convexe et stable par G(K). Sinon, la facette / est F-stable, et F agit sur J^par automorphismes 
d'immeuble affine, donc -^y-^st convexe et G(K)-stable. 

- (DM2) : Conséquence de 5.2.3. 

□ 

Dans toute la suite, on fixe une bonne famille de parahoriques Q pour Dl. 

5.4.2 Corps intermédiaire 

Soit Tk un tore K-déployé maximal. On suppose désormais qu'il existe une extension galoisienne M modérément 
ramifiée de K, incluse dans L, telle que le groupe réductif Z(7'k) soit quasi-déployé sur M. Ceci est par exemple le cas 
dès que la valuation de K est discrète et que son corps résiduel est parfait. 

11 existe alors un sous-groupe de Borel Bm du groupe réductif Z(T£) défini sur M. Ce Borel contient un tore 
maximal Tl défini sur M. Comme c Z(Bm), Tj^ contient T^. Soit Tm la partie M-déployée de Tl, c'est-à-dire 
le groupe engendré par les image des cocaractères de Tl fixes par Fm := Ço/'(L|M). Cette partie contient encore 
puisque tout cocaractère de T-^ est un cocaractère de Tl fixe par Fm- 

Prouvons que Tl = 2z(T£)iTM). A priori, Zz{T^)iTM) est le sous-groupe de Lévi de Z(T^) engendré par Tl et par 
les groupes radiciels f/„ pour a e (piTi) tels que «(Tm) = {1} (cette condition entraine automatiquement a e ^'"(7'k), 
donc U„ c Z(T-£)). 

Le système de racines de Z(Tk) par rapport au tore maximal Jl est ^"(T^k), où ^ = (piTi.) est le système de 
racines pour G par rapport à Ti,. Soit H la base de 4^{T-£) correspondant à Bm. et sa base duale. Comme Bm est 
FM-stable, ces bases sont permutées par Fm. Une base des cocaractères de Tu est alors l'ensemble des J^peoP> Pour O 
une FM-orbite dans 11^. 

Soit maintenant a € 0'"(7'k) tel que aiTm) = {!}• Alors a s'annule sur tout cocaractère de Tm, donc pour toute 
orbite O dans 11^, a(YjpeoP) - Tjpeo('^'P) - 0- Comme O c IL^, tous les {a,p) sont de même signe, donc 
finalement, ils sont tous nuls. Au total, a s'annule sur tous les élément de IV, ceci est impossible. 11 n'existe donc pas 
de racine a G 0'"(7'k) s'annulant sur Tm- Donc Zz(rK)(7'M) = T'm- 

Vérifions que Tm est un tore M-déployé maximal. Si T est un tore M-déployé contenant Tm, alors T c Z(Tm) - Tj_.. 
Si p est un cocaratère de T, comme T est M-déployé, p est FM-fixe. Donc par définition de Tm, son image est dans Tm- 
On prouve ainsi que T (zTm- 

Maintenant, le fait que Tk c Tm entraine que Zz(TK)iTM) - Zc(Tm), donc finalement ZG(rM) = Tt, et le groupe G 
est lui aussi quasi-déployé sur M. 

On a finalement trois tores Tk c Tm c Tl. Le premier est K-déployé maximal, le second est M-déployé maximal, 
le troisième est maximal (et L-déployé), et M-défini. De plus l'extension de corps K c M est modérément ramifiée, et 
G est quasi-déployé sur M. 

On a déjà introduit Fm = ^a/'(L|M), on notera de plus Fk - ç?af(M|K). Le groupe Fm est distingué dans F et 
Fk ^ F/Fm. Soient Al = A{Ti^, Âl = ^(T^l), Âm = Â{Tm) c Â'l et = ^(^k) c Â^m^ Comme Tj^ est M-défini, le 
groupe Fm agit sur Al, et l'ensemble Am - A^" est l'adhérence d'un espace affine sous Am- 

Remarque: On ne peut définir un espace Ak aussi simplement, il faudra attendre 5.4.4. 
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5.4.3 Descente quasi-déployée 

On commence par appliquer la partie 4 aux données radicielles £)m et 1\. D'après la proposition 5.4.1, toutes les 
conditions de descente sauf (DM 3) et (DM 4) sont vérifiées, en prenant J^" pour jouer le rôle de I^, et en remplaçant 
par une valuation équipoUente basée en un point de Am- 

Nous avons vu que G est quasi-déployé sur M, c'est-à-dire que nous avons trouvé un tore M-déployé maximal Tm 
tel que Tl = Z{Tm} est un tore maximal de G. Le tore Tl est donc M-défini, et c'est l'unique tore maximal contenant 

On a NiT^) c NiTi^iZiTu) = NiTi^), d'où Ar(rM)(M) c NiTj^XM). Comme la partie Am = AiTi^)^'* est en 
général stable par NiTjJiM), elle l'est ici aussi par A'^(7'm)(M), ainsi la condition (DM 4) est-elle vérifiée. 

Concernant (DM 3), soit (?m une chambre de Âm et une chambre de Â-^ rencontrant (?m- Soit x E Am et F la 
facette de Al contenant germ^(x+C). C'est une chambre de I qui coupe Am et donc J^". Pour toute facette sphérique 
/ e :F(Al), la facette contenant pr^F) coupe Aj, est une chambre de Jy> et donc n'est incluse dans aucune autre 
facette de I ^. 

On obtient donc par la partie 4 une valuation (pn de la dormée radicielle Dm, un appartement Am = AM(rM), une 
bonne famille de parahoriques vérifiant (para 2.1'^)(sph), puis une masure bordée Jm = I{Qm) pour G(M). 

On notera Jm = G(M).Am c I^", c'est l'analogue des "points invariants ordinaires" de [Rou77] 2.4.13. Par la 
proposition 4.5.1, pour toute facette sphérique fu de lu, la façade -^m^ -^m s'identifie à JTm <^ où / est l'unique 
facette de I contenant un ouvert de fu (voir la remarque à la fin de 5.1.2). 

Soit cr € r, alors ct.Tm est un autre tore M-déployé maximal de G, donc il existe g e G(M) tel que ct.Tm = 
8-Tu-8~^- Montrons que cr.AM = ^.Am- 

Pour commencer, ct-Am = cr.(A}^") = (ctAl)'^". En effet, si x e aJ", alors cr.x e ct.Al, et pour tout y e Tu, 
y.cr.x - crcr'^-yo-x - crx car cr^^ycr e Tm- Donc cr.(A^) C (crAjJ^", l'autre inclusion est semblable. 

Donc ct.Am = (ctAl)'^" - Ai^icrTi)^". Mais cr.Ti, = gTjj'^ car c'est l'unique tore maximal contenant crTu- Donc 
cr-Au = (^-Al)^" = gA^ = g.Au car g est TM-fixe. 

Ceci prouve que JJm est stable par T. 

5.4.4 Descente modérément ramifiée 

On étudie maintenant le groupe G(K). On va utihser les résultats de la partie 4, apphqués aux données radicielles 
2\ et Dk, le travail sur !Du de la partie précédente servira à définir une partie Jjk de Jl, et à prouver les conditions 
(DM x). 

On a vu que F agit sur J'm, on peut donc poser Jj^ = Su ~ -^u • masure bordée Jl admet des points F-fixes car 
G contient des tores maximaux L-déployés et K-définis. Donc i= 0. Cependant il n'est pas clair que JT^ = -^l ^Sm 
soit non vide. Nous serons en fait obligés de le supposer, mais c'est une hypothèse qui, tout comme l'hypothèse sur 
l'existence de l'extension M, est vérifiée dès que la valuation de K est discrète. C'est en fait l'analogue de la condition 
(DE)de[BT84]5.1.5. 

Proposition 5.4.2. On suppose que la famille Q vérifie (para 2.1^^ )(sph), et que l'immeuble de Bruhat-Tits Im(Z(TyJ) 
du groupe réductifZ{T£) sur le corps M admet un point Y-fixe. 

Alors il existe un tore maximal T tel que les conditions de descente de la partie 4 sont vérifiées pour les données 
radicielles Dl{T) et Dk(Tk), et pour la partie de Jl- 

Comme pour 5.3.2, par le théorème de point fixe de Bruhat, JM(Z(rK))^ est non vide dès que l'immeuble JM(Z(rK)) 
est complet, et ceci est vrai dès que la valuation de K est discrète. 

Démonstration: 
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Pour toute facette sphérique / de Jl, /jk ^^hf ^^'^^ si / n Jm = 0. Sinon, il s'agit de l'ensemble des points 

F-fixes dans la façade -?^f^yr où /m est une facette de Jj£ contenant f^"-. Cette façade est un immeuble, et F y agit par 
automorphismes, donc ^^^^ est une partie convexe. Ainsi (DM 1) est vérifié, pour la partie d'immeuble Jj^. 

La proposition 5 .4. 1 prouve encore les conditions (DSR), (DDR), (DIV), et (DV 2), pour n' importe quel tore maxi- 
mal T contenant et pour n'importe quelle valuation de 2^(7"). Il reste à voir (DM 2, 3 et 4) ainsi que (DV 1). 

Le fait que l'extension K c M soit modérément ramifiée entraine que le lieu ImiZiT^))^'"^ des points Fit-fixes de 
l'immeuble Jm(Z(7'k)) de Z{Tk) sur le corps M est de diamètre nul. En effet le groupe Z{T^), ou plutôt son semi- 
simplifié Z(TyJ /Z(Z(TyJ) est K-anisotrope, donc sachant que le degré de sauvagerie s(M|K) est nul, c'est la proposition 
5.2.1 de LRou77J. Comme nous avons supposé qu'il est non vide, il s'agit d'un singleton [p], et le point p est donc fixé 
parZ(7'K)(K). 

Le groupe Z{Tk) est le fixateur dans G du K-appartement A^. Pour toute chambre /k de Ak, on notera / la facette 
de A contenant un ouvert de /k. La facette / est sphérique, et l'immeuble I{Z{T^)) est isomorphe à J^, la façade de 

I = Ih(G) de type f. L'immeuble M-ratiormel JmCZCT'k)) est alors isomorphe à n JTk. par la proposition 4.5.1. 
Cet immeuble est inclus dans j"^"*, de sorte que l'action de F y coïncide avec celle de Fk- 

On note l'unique point F-fixe de I^Dj'u- Soit £ l'ensemble des points de J'm ainsi obtenus pour toutes les 

chambres de Ak- L'ensemble S est donc fixé par Z(T£)(^), et stabilisé par N(Te}(K). 

D existe z g Z(Ty)(M) tel que le point F-fixe de luiZiTg)) est dans l'appartement correspondant au tore T := 
zTlz"'. Soit Z = A(T) = z.Al. Alors Z"^" est inclus dans et contient £. Notons que comme z e Z(T^), c É. 
Nous allons montrer que Znl^^ est l'adhérence d'un espace affine dirigé par Vect(AK), et qu'U est stable par N{Tk){K). 

Comme £ est constitué de points sphériques des deux signes, Clz(£) est en fait indépendant de l'appartement le 
contenant considéré (corollaire 3.9.5). En conséquence, cet enclos est stable par F et par N(Tj£)(K). Il s'agit d'une 
partie convexe de Z, donc l'action de F fixe un point x e Z n Cl(£). Soit cr e F. Par le corollaire 3.9.5, il existe 
g G g(Cl(£)) tel que (T.Z = g.Z. Alors g'^cr est un automorphisme de Z qui fixe £, donc sa partie vectorielle fixe A^. 

II fixe de plus X, et ceci entraine qu'il fixe x + Vect(AK). Comme g fixe Cl(£) qui contient a + Vect(AK), on voit que cr 
fixe X + Vect(AK). Finalement, x + Vect(AK) c Z^. Comme Z^ c Z^" c JTm. on obtient x + Vect(AK) c Z fi 1^^. 

Réciproquement, soit y e Z n Jj^, montrons que y € x + Vect(AK). Supposons dans un premier temps y e Z. Soit 
f une facette de É contenant un ouvert d'une chambre de Â^. Le point pr^) est F-fixe, et comme y € J7m> c'est un 
point de n Jm. c'est donc p^. Ceci et le résultat similaire pour -/ prouve déjà que y e Cl(£). Ensuite, comme 
x&iy ont la même projection sur Jy, quitte à déplacer y selon Vect(A]K), on peut supposer y € x + f. Soit v e / tel 
que y = X +z V. Alors pour tout cr e F, y = criy) - crix) +a-z o"(v) - x +crz criv). Comme au paragraphe précédent, 
soit q e g(Cl(£)) tel que cr.Z - q.Z. Alors q^^cr.y - y (car y e Cl(£)) d'où, dans Z, x +z v - x +z q^^cr(v), donc 
^ - q^^(T(v), et comme q fixe f,v- cr{v). 

Ainsi, V e <z Â*k, et y g x -i- Vect(ÂK). De la même manière, on obtient pour toute façade Zg telle que ^nÂ^ 0, 
Z| n JjK = prg{x) + Vect(Â'K). 

Ainsi, Z n J(tK est l'adhérence d'un espace affine sous Vect(AK). On le note Zr, son intérieur jouera le rôle du Aj 
de la partie 4. 

La condition (DM 2) est donc vérifiée pour l'appartementZ (c'est-à-dire le tore maximal T ou la donnée radicielle 
Dh{T)). De plus nous avons vu que Zk c C1(£) donc Zk = Cl(£) n /(k, et comme ces deux ensembles sont stabiUsés 
par Ar(7'K)(K), Zk aussi, d'où (DM 4). 

Étudions (DM 3). Soit ^ une facette sphérique de Z coupant Ak. Soit F = Çerm^(x + F) une facette deZ^ coupant 
Zk de dimension maximale, donc F contient un ouvert de Zk n Zg, et il existe une facette f deÉ contenant un 
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ouvert de Aj£ telle que F - f jNecXig) (ou plutôt F - {f + Vect(^).Vect(^. Supposons qu'il existe une autre facette 
F' de Ig rencontrant Jjk et telle que F c F'. Il existe un appartement Bg de Ig contenant F' et tel que / c Bg. Soient 
X G F' n J(|K et y e F n Jjk. Alors pr^ix) tout comme pr^iy) sont deux points F-fixes dans JTm n Jy^ : ils sont égaux. 

Donc X €y + Vect^^(/) = Afl'B^(F). Mais x g F' et F' n AfF(F) = : on obtient une contradiction, et il n'existe pas 
de telle facette F'. 

Enfin, soit <p une valuation de Dj^iT) basée en un point o € Zr, elle vérifie immédiatement (DV 1). 

□ 



5.5 Conclusion 

Résumons les résultats précédents. Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un corps valué K, déployé 
sur la clôture séparable de K. Soit Tk un tore K-déployé maximal, il existe une extension galoisienne L de K qui déploie 
G et telle qu'il existe des tore maximaux L-déployés contenant T^. 

Pour tout tel tore T, la famille de parahoriques Q définie dans [RoulO] est une bonne famille de parahoriques 
pour DhiT), et elle vérifie en outre (para 2.1'^)(sph). Alors la proposition 5.4.1 s'applique, permettant de vérifier les 
conditions de descente (DSR), (DDR) et (DIV), ainsi que (DV 2) pour toute valuation sur 2\(7'). 

Si de plus la valuation de K est discrète, et le corps résiduel parfait, alors il existe une extension intermédiaire 
M c L telle que G est quasi-déployé sur M et telle que l'extension K c M est non ramifiée. Ceci permet la définition 
de la partie J^k - J^u n J^^- L'hypothèse de discrétion de la valuation de K permet également d'appliquer la proposi- 
tion 5.4.2, prouvant que la partie vérifie les conditions (DM). La condition (DV 1) est obtenue dès qu'on choisit 
une valuation basée en un point de J^k , alors toutes les conditions de descente de la partie 4 sont vérifiées. 

On obtient donc une valuation pour la dormée radicielle D^, puis un appartement, une borme famille de para- 
horiques vérifiant (para 2.1^)(sph), et enfin une masure bordée. On sait en outre que les façades sphériques de cette 
masure bordée sont incluses dans des façades sphériques de la masure bordée Jl pour D^. 

Théorème 5.5.1. Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un corps K, déployé sur la clôture séparable 
de K. On suppose K muni d'une valuation réelle discrète non triviale, telle que son corps résiduel soit parfait. 

Alors il existe une masure bordée -Tk pour G(K), qui provient d'une valuation ipx et d'une bonne famille de pa- 
rahoriques 2k vérifiant (para 2.1^ )(sph). Pour toute facette sphérique /k de I(K), la façade I-g^f^ s'injecte dans la 
façade Ij^f, de la masure bordée Jl pour G(L), où f est la facette de J(L) contenant un ouvert de /k. 

Remarque: Les hypothèses sur le corps K (valuation discrète et corps résiduel parfait) interviennent pour résoudre 
deux difficultés : pour assurer l'existence d'une extension M non ramifiée de K qui quasi-déploie le groupe réductif 
2(7^), puis pour assurer l'existence d'un point F-fixe dans l'immeuble de ce dernier. Ces deux difficultés ne font inter- 
venir qu'un groupe réductif, et sont rencontrées de la même manière dans [BT84]. Ainsi, si on veut affiner le résultat 
précédent en affaibUssant les hypothèses sur le corps K, ceci devrait être possible de la même manière que dans [BT84] . 



5.6 Questions 

Signalons finalement deux points qui restent non résolus. 

En premier lieu, on ne sait pas s'il existe en général, pour toute donnée radicielle valuée, une bonne famille de 
parahoriques. Nous ne disposons a priori que de la famille minimale de parahoriques ; même la définition de la famille 
maximale n'est possible que si l'on suppose l'existence d'au moins une bonne famille. Ce n'est que dans le cas d'une 
donnée radicielle valuée venant d'un groupe de Kac-Moody que l'on sait, grâce à [RoulO] que la famille minimale est 
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bonne, et qu'il existe en outre une bonne famille vérifiant en plus (para 2.1'^). 

Par ailleurs, pour construire la masure bordée d'un groupe de Kac-Moody presque déployé, on définit un apparte- 
ment, puis une famille de parahoriques, puis on applique la construction générale. 11 n'est alors pas clair que la masure 
obtenue s'injecte (ou au moins que chacune de ses façades s'injecte) dans la masure du groupe déployé. On a seule- 
ment prouvé que ses façades sphériques s'injectent dans des façades sphériques de la masure du groupe déployé, et il 
est facile d'en déduire l'existence d'un plongement pour les immeubles microaffines de G(K). 
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